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I ~T I:I:O.JUC TION
P a r mi l e s p r o b l è m e s s o u l e v é s p a r c e q u ' a u c u n s a p p e l l e n t
l a " T h é o r i e d e l a C o m m a n d e H i é r a r c h i s é e " , i l e n e s t u n q u i e s t
r e ma r q u a b l e : c ' e s t c e l u i d e l ' a p p e l l a t i o n m ê m e d e c e s e c t e u r
d e s m a t h é m a t i q u e s d e l ' o p t i m i s a t i o n s t a t i q u e o u d y n a m i q u e . E n
e f f e t , o n a e m p l o y é à s o n é g a r d , s i m u l t a n é me n t o u s u c e e e e a v e e e n t ,
l e s t e r t a e a d e " d é c o m p o s i t i o n " , " c o m m a n d e o u s y s t è me s h a é r - a r c h f - .
s é ( e ) ( s ) o u à p l u a i e u r s n i v e a u x " , " d é c e n t r a l i s a t i o n " , " c o o r d i n a -
t i o n " e t c • . •
C e t t e i n d é t e r m i r : a t î o n v e r b a l e c a c h e s a n s d o u t e u n e i r . d é t e r -
m i n a t i o n c o n c e p t u e l l e s u r l ' o b j e t d e c e t t e t h é o r i e . I l f a u t e n
[ a i t c o n v e n i r q u e l ' o n a t e n d a n c e à c o n f o n d r e p l u s i e u r s t y p e s
d e p r o b l è me s d o n t l e d é n o e a n a t e u r c o m m u n e s t s e m b l e - t - i l l a
p r - é s e n c e d ' u n s y s t è me c o e p â e x e , No u s n o u s p r o p o s o n s j a n s u n
p r e m i e r t e m p s d e ' t e n t e r d e m e t t r e u r . p e u d ' o r d r e d a n n c e t t e c l a s -
s i f i c a t i o n a f i n d e s d t u e r c e t r a v a i l p a r - r a p p o r t à L r e n a e a b â e d e
l a t r . é o r - a e ,
I l f a u t c c c n e o c e r p a r c e r n e r l a n o t t c n d e " s y s t è r r . e c o m p l e x e " .
S a n s r - e v e n c r - s u r l e c o n c e p t d e s y s t è m e , e n p e u t d i r e q u e l e s i n g r é -
c i e r . t s p r i n c i p a u x d ' u n s y s t e c e c o mp L e x e s o n t ( a v e c l a p r é p o s i t i o n
" e t " o u l a p r - é p o a i . t n o n " o u " ) : l a t a i l l e d u s y e t ê t c e { s e : n e s u r a n t
a u n o m b r e d e v a r c . e b l e e , c l a s s é e s g é n é r a l e m e n t e n v a r i a b l e s d ' é t a t s ,
d e o o m m a r . d e s , d ' o b s e r v a t i o n s , e t a u n o mb r e d e c o n t r a i n t e s ) , l a
s t r u c t u r e d u s y s t è m e d a n s l ' e s p a c e ( d é c o m p o s i t i o n v e r t i c a l e ,
o o r i e c n t a ; e j n o u s y r e v t e n o r - o n e ) , d a n s l e t . e m p e ( p h é n o mè n e s d e
" c c r . s t a r . t e s d t ? t e a p a ' ' t r è s . â L f ' f é r -e n. . t e e } , d a n s l e s c t r c u ; t s d ' i n -
r c r - c a t t c . n ( c e c e r n t e r p o x n t p e u : à l u i s e u l r e n d r e " c c œ r - ï e x e ' '
p r - o b L è m e s t c c n a s t L q u e } ,
1 . J é C O l : : l I ; O S : ' t i c r . d e s c e ï c u ; s .
O n p e - r t a l o r s d i r e q u e ,- ' as ~ c t " d é c c œ p o e L t i o n d e s c a l c u l s "
r é f è r e p ' Lu a s p é c i a l e me n t a u x s y s t è m e s d e g r a n d e t a i l l e , c e q u i
d o i t ê t r e c o m p r i s c e m me d e s s y s t è m e s o c c a s i o n n e n t d e s p r o b l è m e s
d ' o p t i m i s a t i o n ( p a r e x e m p l e ) d i f f i c i l e m e n t s o l u b l e s o u m ê m e
- 1 -
i n s o l u b l e s a v e c l a c a p a c i t é d e s o r - d L n a - t e u r - s a c t u e l s ( c a p a c i t é
e n t a i l l e mé mo i r e m a i s a u s s i e n p r é c i s i o n n u m é r i q u e ) . E n d é c o m -
p o s a n t l e p r - o b ' L è m e e n p r o b l è m e s p l u s p e t i t s , o n p e u t e s p é r ' e r '
p a r v e n i r à l e r é s o u d r e s u r U T . o r d i n a t e u r d e t a i l l e r a i s o n n a b l e
o u p l u s i e u r s o r d i n a t e u r s t r a v a i l l a n t e n p a r a l l è l e . C e l a s u p p o s e
b i e n s ü r u n e " c o o r d i n a t i o n " d e s d i v e r s s o u s - p r o b l è me s n é c e s s i t é e
p a r l a p r é s e n c e d t L n t . e r - a c t t o n s e n t r e c e u x - c i . No u s y r e v i e n d r o n s .
S o u L â . g n o n s s e u l e me n t p a r m i l e s a v a n t a g e s c t ' u n e t e l l e a p p r o c h e :
- s u r l e p l a n d u m a t é r i e l , l a p o s s i b i l i t é d e r é s o u d r e d e
" g r o s ' p r o b l è m e s s u r u n " p e t i t " o r d t n e t e u r , e t l a n o n -
o b s o Le s c e n c e d e c e d e r n i e r s i l a t a i l l e d u p r o b l è m e a u g m e n t e
p a r a d j o n c t i o n d e s o u s - p r o b l è m e s .
- s u r l e p l a n m œ a i n , l a p o s s i b i l i t é d e r é s o u d r e d û s p r o b l è m e s
c c m p l e x e s s a n s r e c o u r s à d e s m é t h o d e s s o p h i s t i q u é e s d o n c
s a n s r e c o u r s à d e s c o e p é t . e r . c e e s p é c i a l e s . C i t o n s p a r
e x e m p Le l ' é v e r . t u a l i t é d e r - a m e n e r ' u n e o p t i m i s a t i o r . d a n s u - ;
e s p a c e c c m p l a q u é à d e s o p t i m i s a t i o r . s d a r . s R p e r - m e t t a n t u n e
r e c h e r c h e s c a . l a i r - e , o u b i e n l a r é s o l u t i o n d e p r o b l è m e s
à p a r a m è t r e s r é p a r t i s ( d é r i v é e s p a r t i e l l e s ) p a r d e s o é t n o c o e
p l u s t r a d i t i o n n e l l e s ( WI S M E R [ 4 0 ] , T I T L I [ 3 8 ] ) .
C e t a s p e c t ' â é c o r n p o s a t L c n d e s c a L c u â a " r e j o i n t d o n c d e s p r é o c -
c u p a t r o n e d e r é s o l u t i o n h o r s - l i g n e . I l n ' e s t p a s é v i d e n t ( e t
c ' e s t g é n é r a l e m e n t f a u x ) q u e l e v o l u r c t o t a l d e s c a l c u l s d a n s
u n e a p p r - oc . : e d é c o m p o a é e c -c o o r - do nn é e s o i t a n f é r - a e u r a u v o . l u m e
d l ; ' c a l c u l s n é c e s s i t é p a r u n e a p r - r o c n e g l o b a l e . } j a i s , r é p é t o n s L e ,
o r . u t d L a s e c e t t e e p p r - c c h e L c r -s q u t u n e r - é s o L u t L o n g : ' o b a l e e s t
â m p o s s i b L e o u t r o p d i f f i c i l e . U n c a s t y p i q u e e s t c e l u i o ù l e
p r o b l è me d o i t ê t r e r - é s o ; u r . u m é r i q u e m e n t p a r . . . . a p r o g r a r u n a t i o n d y r . a - .
m i q u e d i s c r é t i s é e ( e n r a i s o n d e l a c r o i s s a n c e t r è s r a p i d e d u
v o l u me d e c a l c u l s a v e c l e n o m b r e d e v a r i a b l e s d a n s c e t t e m é t h o d e ) .
O e p e n d a n t , o n n o t e r a , d a n s c e c a s , q u e l a l o i e n b o u c l e f e r m é e
o b t e n u e e s t a l o r s a e u L e me n t , l o c a l e m e n t e n b o u c l e f e r n . é e ( c a r
c h a q u e p a r t i e d e l a c o m m an d e n e d é p e n d q u e d e l a p a r t i e c o r r e s p o n -
d a n t e d e l ' é t a t ) . C e c i n ' e m p ê c h e p a s l ' o p t i ma l i t é d a n s l e c a s
_ 2 -
' à é t e r r m n f s t s ( o n c o : n p l è t e p a r u n e c o m m an d e e n b o u c l e o u v e r t e )
ma i s c e t t e r - e ma r - q u e e x p l i q u e e n p a r t i e l a r - é d u c t r o n d u v o ï u a e
d e s c a l c u l s .
L a e é c c e p c e c t r c n d u p r o b l è m e p e u t s ' a p p u y e r s u r u n e
d é c o m p o s i t i o n " n a t u r e l l e " d u s y s t è me : n a i s c e n r e a t p a s n é c e s s a i r e .
N o t o n s q u ' u n p r o b H m e i m p c r t a n t m a i s p o u r l e q u e l p e u d e r é s u l t a t s
o n t é t 4 o b t e n u s c a r i l c a t ' t r è s J i f f i c j l e e s t c e l u i d e l a m f : i l l e u r e
c é c o m r o e t t r c n , l e c r i t è r e m ê me d é f i n i s s a n t l a : r : e i l l e u r e d é c o m p o s i t i o n
r e s t a n t d i f f i c 1 1 9 à c e r n e r e t p o u v a n t s e r é f é r e r à l a v i t e s s e d e C CI : -
v e r g e n c e d u p r o c e s s u s d e c o o r d i n a t i o n . N o u s a b o r d e r - o n s c e p e n c a n t ,
d a n s u n c a d r e p r é c i s a u c h a p i t r e 6 , u n c a s d e d é c o mp o s i t i o n c o m p l è t e
b r e n q u e n o n t r i v i a l e .
t . o u s c l a s s e r o n s d a n s c e t a s p e c t " d é c o t n p o e . i t f o n d e s c a l c u l s "
l e s t r - a v a u x d e D A N n I G - ' N OI F Z [ 1 9 ) . d e L A S D O N e t a l . [ 1 0 , 2 7 , 2 8 J ,
c e u x d e G E O F ? R I O N ( 2 2 , 2 3 ] e n o p t i t ! ' : ' : ' s a t i o n s t a t i q u e , e t e n o p t i a i e a -
t i o n o . y r . a : r .i q u e c e u x d e 1 ' A K A HA .: V . . [ 3 S j , P S A R S O K [ 3 2 ] , B AUl : A N ( 3 ] ,
e t c . . • E n E r - a n o e , c i t o n s l e s p r - e n â e r - s t r a v a u x d e T I T I . ] ( 3 8 ] ,
F O S S A R : J e t a l . [ 2 0 ] , B E NS O U S S A . ." ; e t a l . ( 4 ] .
2 . D é c o n : p o : ü t i o n v e r t i c a l e
L a " d é c o m p o s i t i o n v e r t i c a k e " d e l a c o m m a n d e j u s t i f i e l e
t e r œ e d e " c o m m a n d e h i . é r a r - c h i s é e " ( o u à p l u s i e u r s n i v e a u x ) . E l l e
e s t g é n é r - a I e me n t l i é e a u d é r o u l e m e n t s i . m u L ' t a n é e , d a n s u n s y s -
t è m e c o œ p l e x e , c i e a r v e r s p h é n c m è n e e à â e s é c h e H e s d e tcm~s t r è s
s t r r é r - e n r e a , A : ; ,r . s 1 , J a n s u r . e g r - a r n e e n t r - e p r - i s e f n d u s t . r -L e T c e , L e s
p r c c e s s u s d e r a c r c c a t i c n f o i v e r . t . p a r ï c i s ê t r - e c o n t r - ô l é s à L a
e e c c r . r e p r - e s , l e F:a:~: ::':lg o ie s a t e L i e r s à l a j o u r n é e o u à l a
s e œ a c r , e e t - i . i n s i , j e 3~ lte j : " s q - . l' a u r . c . v e a . a l e p l u s t a : . : r e l a
- c . é r a r c z ; e 0 : ' ; l e s a é c a s i c n s p e . . . . v e r . t ê t r e s e u l e m e n t e e n s u e I I e s ,
C e t t e a o r . t é e d a n s l a h i é r a r c h i e s ' a c c o m p a g n e d r u n e é L a b c r - a t i c n
d e p L u a e n p l u s g r a n d e d e L t L n f o r m a t i o r , C e r t a i n s a u t e u r s
c o mme r B S A RO VI C e t h l . [ 3 0 J o n t d i s t i n g u é p l u s i e u r s c o n c e p t s
j e " r u . v e a u x " s u i v a n t l e p o i n t d e v u e o ù l ' o n s e p l a c e . ' t o u e
c a t e r o n a l a d é c o m p o s i t i o n v e r t i c a l e q u i H o u e p a r a i t l a p l u s
s i g n i f i c a t i v e : r é g u l a t i o n , o p t i a u u a ' t t c n , a d a p t a t i o n , o r g a n i -
s a t i o n .
C e p e . ' . i a n t i l f a u t c o n v e m r q u e , p o u r u t i l e s q u e s o i e n t " e s
c o n c e p t s , p e u r i e r - é s u L t ë t s n e e h é c e t c q u e e s i g n i f i c a t i f s n o u s
s e m b l e n t a v o i r é t é o b t e r . u s à c e j o u r . L e s t r a v a u x d ' A OK I [ 1 ] s u r
l ' a g r é g a . t i o n , p e r m e t t a n t d e c o n s t r u i r e d e s œ o d è L e s p l u s o u mo i n s
a g r é g é s d ' u r : m ê a e s y s t . ë r - e , p e u v e n t ê t r e r e l i é s à c e t t e a p p r o c h e
d e d é c o m p o s i t i o n v e z - t t c a ; e ,
3 . Dé~OIl n o s i t i o n hCL'l~ o ntal f'
L a " d é c o m p o s d t i o n h o r - L z o r - t a ' ; e " d u s y s t è m e à s o u v e n t s e r v i
d e b a s e à l a d é c c u j - i s a t . t c n d e s c a l c u l s . L a p I u p a r - t d e s p a p â e r - e
c i t é s a u § 1 p e u v e n t , à . l a r - a . g u e u r e n t r a r . . u s a t c e n a c o t ' . e
c a t é g o r i e ( s a u f c e l u i ( r 3 A l T h '. A R [ 3 J) . C e p e n d a n t , : : ' a " c é c o a p c e à - .
" i o n h c r - L z c n t a I e " f a i t r - é r é r - e n c e p l u . . : l r ' c t a a e e e n t à l a s t r u c -
t u r e p h y e a q u e d u s y s t . è r r e , " : e : u i - c i p e u t c ê t r - e r e g a r d é c o u z e : ' 8 .
c o n c a t . é n a t Lo r ; d e p L u a i e u r s s y s t è m e s p l u s p e t i t s e t r r . t e r a c t i r s
C e L a s e t r a . : J i - ma t h ' ; n :a t : ' { 1 . l e m =n t p a r - l a c é c c e . o c e i t o . o n d e s
v e c t e u r s d ' é t a t e t : : i . e c c e - i a- c ï e e n p l u s i e u r s s o u s - v e c t e u r s
e t l ' i n t r o d u c t i o n d e v a r i a b l e s , j ' . n t e r a c t d c n r e l i é e s p a r u n e
r - e a a t a o r d e a c u p . l a g e a u x v a r i a b l e s p r é c é d e n t e s .
Nc t o n s c e p o i n t t r è s , ' r a r e m e n t s o u l i g n é d a n s l a l i t t é r a t u r e
d e L ' e x a a t e n c e e x p l i c i t e d e v a r i a b l e s d ' i n t e r a c t i o n d a n s l a
t . c é o r - ; e d e 1 t! E 8 A ROV I C e t a l . [ } O ) , c e q ' ,l i p e r me t , e n p a r t i c u l i e r ,
l a " c o o r d i n a t i o n p a r p r é d i c t i o n d e s a n t e r - a c t t o n s " ( v o i r c n e p t t r - e 1 )
C e l l e - c i a é t é c o n f ' o n d u e p a r f o i s a v e c u n e a u t r e m é t h o d e d e c c c c - m - .
n a t i c r , q u e r . o u a a p j . c L l e r -c n s " u L l o c a t d o n ' ' ( c f . GE O F F RI C I [ 2 3 ] .
B R 0 8 I L OW e t a l , ( i O ] ) o l ; l ' i n t e r a c t i o n e r . t . r e l e s s o u s - c r c t n ë c e e
p e u t n e p r - o v e n f r q u e d ' l . < ." ' . p e r t a g e d e r e s s o u r c e s c o mn u r . e s e t J O L : :
: ! . " u n e c o r . .: r a i n t e c o u p ' ï a n t . e c o m m e d a n a [ 23 ~ e t n o r , d e : ! " e x i s -
t e n c e e x p L f o i t e j e v a r i a b l e s d t L n t e r - a c t L c n ( c f . AL ' 1 e x e 1 ) .
L a f ' i g u r e 1 r - e p r - é s e n t e l a " i é c o m p o s i t i o n n o r c a o n t a î e d u s y s -
t è m e e n e o u a - e y s t ë e e s i n t e r a c t i f s , c h a c u n é t a n t m u r . 1 d ' u n c o n t r ô -
l e u r l o c a l à u n p r e m i e r n i v e a u e t l ' e n s e m b l e é t a - r t c o o r d o n n é à
u n d e u x i è m e n i v e a u , C e t t e s t r u c t u r e à d e u x n i v e a u x p e u t s e r v i r
d e " p i e r r e é I é m e n t a L r - e " p o u r u n e s t r u c t u r e à p l u s i e u r s n i v e a u x '
~ I n t e r a c t i o n s
AC' : i onsl t I n f o r ma t i o n s
f 1 . . & . . . . . ! .
C ' e s t s a n s d o u t e l à u n e s o u r c e d e c o n f u s i o n a v e c l e s " n a v e a u x
n e c c m ma n d e " d u § 2 .
C e t t e s t r u c t u r e d e d J c c r np o s i t i o n h o r i z o n t a l e j u s t i f i e l e
t e n t e d e c é c e n t r a t i e a t . t o n , d a n s l a m e s u r e o ù c h a q u e c o n t r ô r e u r -
l o c a l é L a o o r e e t a p p j L q u e u n e p a r - t i e d e l a c o m ma n d e d i r e c t e m e n t
s u r l e s o u a - e y a t . ëme d o n t i l a l a c h a r g e . I l e a t a i d é p OW '
c e . L a p a r u n c o o r d o n n a t e u r - q u i e s t c h a r g é c t ' o r i e n t e r l e s a c t i o r : .s
d u p r e m i e r n i v e a u v e r s l a s a t i s f a c t : " o n d ' u n c e r t a i n o p t i mu m
g l o b a l .
e ' e s t d a n s c e c a d r - e q u e c e s i t u e p r i n c i p a l e m e n t l e p r é s e n t
t r - a v a i L , ï I n o u s s e m b l e d o n c q u e l a » e i ï ï . e u r e a p p e l l a t i o n c o r -
r - e a p c n c a r . t . e e s t c e l : : . . c d e " t h é o r i e d e l a d é c e n t r a l i s a t i o r . -
c o m m a r . o e
S y s t ê - m e
D e ~"':.:J.s . e n c r - é s s e n - . e i s é me n t q u e , c c n t r - a t r e m e n t a u p o i n t
j e v u e j ' ' ; ' § 1 , l e ; : o ' : ' r . t J t 2 ' v u e a d o j . t é i c ' : " ( e t a u § 2 ) p n v i l é g i e
L t a a j - e c t d e : a c c a ma r . a e e n l i . q . e . : : 0 ' . l 5 r e v i e m r -o r . s p l u s l o n g u e -
m e n t a u c h a p i t r e 7 s u r - l a n o t i o n d e c o o r d i n a t i o n e n li~ne .
L e s a v a r t a g e s d t u n e t e l l e s t r u c t u r e d e c o m m a n d e s o n t c e u x
c é j à l I ! E ' : : : ' : ' o T u: é s J . : l § 1 p o u r L t é l a b o r a t L o n d e l a c c m m a o s e , a u x q u e L s
3 'a~,J u ter. t : : " 2 3 S·A~ va~.ts • à : 3 . r c c e p o u r S O T , é I a c c r - a t . i c n e t s a
m t e e e l ' o e . . . . v r . : : .
- l a r é r a r t l t r o n r e : a r é c i s i o r . e t d e 5 8 ; n : ' 3 e e n o e u v r - e e n t r e
; : : . . . . . s : . ? . ; r . J - e r . t r c a , p a r . : ! - ; : o c : : . t . : . c r . à . a r . e c e n t r -a . c . a a t c c n
" o a r . e 1 . <1 : 1 2 ' s e u ; e m a f n ' ' 8 5 . u r e u n e r : : " : l S g : r a : : " : e s é c u r - t t é e n
v e r t u d u v : . e : . . : : ' a d a g e " r . e n e t t e z p a s t o u s v o s o e u f s d a n s : : " c
a . ê m e p a n i e r v , O n v e r r a a u c ha p i t r - e 4 1 l I l e i l l u s t r a t i o n d e
c e t a s p e c t . C ; - i E ; : = ; ' { E A ù "X ( l I ] s e m b l e a v o i r é t é p r é o c c u p é
F a r " c e t t e s é c u r i t é d e m i s e e n o e u v r e ma i s n o n p a r l a
r é p a r t i t i o n d u t . r - a v a c . I d r é I e b c r - e t i o n d e l a c o m m a n d e .
- l a s t r - uc t c . r e a é c e n t . r - a j i s é e 8 S S ' " r e u n e p l u s g r a n d e s o u p l e s s e
d a n s l a mi s e e r , p ' l a c e q u i p e u t - ê t r e f a i t e p r - c g r - e s s i v e œe n t ,
p a r m o r c e a u x s u c c e s s i f s .
- : l n a u - t r - e a s p e c t i mp o r t a n t e s t c e l u i d e s p o s s i b : . . l i t é s d l e c e p -
t a t i o n e n c a s a e c r - c . i s s a n c e o u d e c h a n g e m e n t e u r v e n a - r t d a r . a
l e s y s t è m e p 8 1 " a d j o n c t i o n o u m c d t f i c a t î o r u d e s o u s - s y s t è me s .
L e s e f f e t s d e c e s e o o i r i c a t i c n e s o n t l o c a l i s é e s e t n e r e m e t -
t e n t p a s e n c a u s e l a s t r u c t u r e d ' e n s e mb l e . Ce t t e r e m a r q u e
r - e j c i r . f c e l l e d e l a n o n - o b s o l e s c e n c e r a p i d e d e s : no y e r . s d e
c a l c u l f a i t e a u § 1 .
- E r . . f H . , o u p o i n t d e v u e n u m a t n , o n s a i t q u e l s a v a . . t a g e e
s c r . t r - e s s e n t i u p a r c e s a g e n t s d t u n e s t . r u c t u r - e p y r a m i d a l e
l o r s q u e l a d é c i s i o n n ' e s t p a s c e n t r a l i e é e a u p ' L u a h a u t r c . v e a u ,
r 4 d u ' : ' s a .
r
. t c e u x - c i a u r - ô L e j e s : r r , pl e s e x é œ t a r t e , : : . . s e u b I e
p r - e ï ' é r - a b ' , e q u e l e p r o c e s s u s j e d é c i s i o n r e s p e c t e l a s t r u c -
' t u r e p h y s - i q u e d u e y s t è n e a f i n d e m a t n t e n i r u n e g r a d e p a r t i e
d e : • • - a é c i s i c r ;. . E ! : . h d u s y s t è m e ( r é d u i s a n t n o t a n n e r . t l e s t e m p e
d e r - é p o n a e d e L t o r - g a - i e d e c o m r n a r . d e à - i e s p e r t u z -b a t f c n s
L e p r é v â s ; b l e s ) .
4 . S t r u c t u r e c i ' i n f o r m a t : ' o n d é c e r . t r a : t e é e .
r e r - a . i n c r . e c e t t e é n u m é r a t i o n f ' o z - c é me n t i n c o m p l è t e s u r l e s
d i v e r s a e - e c t . s c c c e t t e t . h é o r - r e e n c c r ' e r é c e n t e p a r : a m e n t i o r . d ' u n e
t e n a a n c e e c n . e t ; e c o r . c e r n a n t j t a c a - v a t t o n d e l a t n é c r - ; e a u x
s y s t è me s c r o c t . e . s t i q c e a . J a r . s c e t t e a p p r - o c h e ( c f . ! l A R S J i . A . K e t
R A J N ER [ 2 9 ] , H O e t C H U { 2 4 ) , C HO N G e t AT H A . .' l S ~ 1 2 ), AOKI ~ 2 ] ) ,
a u c u n e d é c o e p o e t t i o n v e r t i c a l e : : i e : a c o m ma r - d e , o u h o r i z o n t a l e
d u p z -o c e a s u a n ' e s t e n v i s a g é e . P a r - c o n t r e , o n p e u t d i s t i n g u e r
u n e d é c o m p o s i t i o r . h o r i z o n t a l e d e 1 - 3 c o ma a n d e , D e p l u s l e n d v e a u
c o o r d o n r . a t e u r e s t l e p l u s s o u v e n t i n e x i s t a n t , m a i s p e u t e x i s t e r ,
à mo i n s q u e " e s a g e n t . s l o c a u x n e c o m m u r r i q u e n t , d i r e c t e m e n t e n t r e -
e u x . L a s t . r v c t u r - e e s t s c h é m a t i s é e s u r : 1 1 f i g u r e 2 .
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O c n t r - ô I e u r s
l l i d
C h a q u e c o n t r ô I e u r e s t e u t o r - i a é à f a i r e d e s c a l c u l s a v e c U T .
mo d è L e j e t t a e n s i o n é g a l e v o i r e La r -g e me n t s u p é r i e u r e à c e l l e
d u s y s t è m e g L o b a ; ( c c n t r - e a r - e m e n t a u § . 3 ) m a i s n e d i s p o s e d ' i n f o r -
m a t i o n e n t e m p s r é e l p o u r " f e r m e r l a b o u c l e " q u e s u r u n e p a r t i e
d e l ' é t a t { c o s e z - v a t i o r ; d n c o m j . L è t . e ) , I l p e u t p e r - r c t e d i s p o s e r ,
R . Y d C d é l a i 1 d e s a n r o r m a t i c n s d o n t d i s p o s e n t l e s a u t r e s c o n t c - ô a e u r - s ,
C e s p r o b l è : ne s S OT. t e n f a i t c e u x d e l a c c œ ma n d e a t c c t . e a -
t . c q u e a v e c s t r u c t u r e c t " m r c r -n a t i c n n o n c l a s s i q u e ( c f . WI T S E ! : ;H AU S E : ' ;
[ 4 1 J ) e t p c u c t e n t r e e u x o n t r -e ç u à c e j o u r u n e s o l u t i o r . p r - a t î q u e ,
E s s o n t d ~ .:à t i r r r c i I e s m o é p e r n a s a e n t d e c c n a i a é r - a t a o r . d e
" ~r'ar.je t , n : ' : ' e " .
5 . ? : a n é r . é r < L
Ay a n t J é î i n i . l e p c i n t o e v - s e 0 : ' s e s i t u e l e p r - é a e c t t r - e v a r L ,
n o - a s r - e p r - e n . i r c n a r a r ; s U J 1 p r - e e . i e r c h a p i t r - e : " ' e s s e l . t i e l d u f o r m a -
: : s r ne . i é v e L c c p é p a r I l. E S A ROV : : e t a : . [ 3 0 J e r a n d t i r r t r - o c u a r e l e s
:n é,; ~. cd e s e t . . e v c c a b u j a a r - e , x c u s c o m p a r e r o n s d e u x p r - Lr . c i p e s
. . m p o r t . a n t s ~ 31 : t e c o o r c i r . a t i c c, e r : l a i s s a . r . t d e c O t é [ a n n e x e : i : )
.u n trl. l s i ~ me fr~ - . c L p e p e u u t i L e p o u r l e s e y e t è z e s J y n a m i : p e s ,
e ' ; r . : L . S ~ ~ 5 : :"':'· . "'!:, ~r.s : ; ' ' : ' ' 1 : . 3 . ' : . : ' : _-. ; : : { . â e l ' u n c e c e s a e - j x . p r i n c i p e s
r e l r ; . ' a ; . : ; ' : l . . .e r a - a x s y c t c r c e s i J . " . a m: q u e s .
L e c c a c i t r e 2 c o m r c e n c e r - a p a ! ' u n r - a p p e L d e l ' a l g o r : t r . r r . e
d e T A K A w . , ' lA [ 3 5 ] d o n t : e c n a m p : : l ' a p p l i c a t i o n s e r a é t e n d u p a r l a
L e v é e d t h y p c t r . è s e s r - e s t r i c t t v e s , O n mo d i f i e r a l a f o r : n u l a t i o n
- i e c e t e l g c r i t r u ce , c e q u ; c c n d u t r - a à u n e m i s e e n o e u v r e
e n l i g r . e h e u r - L a t L q u e , O n r a p p o r t e e n [ 1 8 ] l e s r é s u l t a t s n u m é -
r i q u e s p e u s a t i s f a i s a n t s o b t e n u s p a r c e t t e a p p r o c h e .
L e c h a p i t r e : 5 r - e p r - e n d a l o r s l e p r o b L è m e l i : : a b a s e e n a p p . Lf - .
q u a n t s y s t é l l i B t i q u e m e r , t l e s t e c h n i q u e s d e ff.E SA.~OV IC a u c a s d e s
s y e t . e c e e d y n a a L q u e a , c r e e t . - è - d i r e e n me n a n t l e s c a l c u l s d a n s d e s
e s p a c e s f o n c t i o r . n e l s ( d i me n s i o n i n f i n i e ) a d é q u a t s . C e t t e a p p r o c h e
e s t p l u s s a t i s f a i s a n t e e t s u r t o u t p l u s p u i s s a n t e q u e c e l l e q u i
a v a i t é t é a d o p t é e p a : L e s a u t e u r s e u x - m ê c e s . ( c f . T A K A H A . U e t
, , " S AM V ! C ( 3 6 ) ) .
N o u s o b t i e n d r o n s a i n s i u n n o u v e l a l g o r l t h m e d e c o o r d i n a t i o n
d a r . a l e c a s l i n é a i r e - q u a d r a t i q u e , c h a m p d ' a p p l i c a t i o n d e l ' a l g o r i -
t h m e d e T AY..A fiA.~A . On m o n t r e r a l e l i e n d u n o u v e l a l g o r i t h m e a v e c
c e l u i - l à . O n v e r r a e i n a r q u e L t a I g o r - j t h m e d e T A K AH A R J . e s t u r .
c o y e n d e e é c o e p o s i m o n d e s c a l c u l s , t o t a l e m e n t h o r s - l i g n e . P a r
o p p o s i U o r . n o t r e a l g o r i t h m e p e u r - ê e r e c o n s i d é r é c o m c e u n a l g c r i -
t h m e d e c o o r - d i . n a t t o n e n l i g n e , c o m p o r t a n t u n r e e a b a c k p é r - t o d L q u e
a u n t v e e u c c c r e c n n a t e u r , ma i s e n c o r e e n b o u c l e o u v e r t e a u p r e e c e r -
C e c t . a p a t r - e : 5 c o n t i e n t L ' e a a e n t i e I d e l a t h é o r i e e t u n e
d é m o n e t r - a t t o r ; i l " c o n v e r g e n c e d a n s l e c a s q u e d r - a t L q u e , J e c h a p a t r e
s u i v a n t f o r t e s u r d i v e r s e s e x t e n s i o n s d e l ' a l g o r i t h me p r é c é d e n t .
O n é t u d i e d ' a b o r d l e c a s d e s p a n n e s d a n s c e r t a i n s s o u s - s y s t è me s
0 1 ; . d a n s l a t r a n s m i s s i o n d ' i n f o r m a t i o n s a u n i v e a u c o o r d o n n a t e u r
v e r s c e s e o u s - e y s t ë e e e e t o n c . o n t r e l e c a r a c t è r e s a t i s f a i s a n t d u
c o m p o r t e m e n t d e L t a L g o r t t h m e d a n s c e t t e é v e r r t u a l t t é , On é t e n d
e n s u i t e l ' a l g o r i t h m e a u p r o b l è me L i n é a f r - e e -q u a d r a t L q u e à h o r i z o n
f i n i l e j : : - J S g é n é r - e I ( e x t e n s c . o r ; d u e e n g r a n d e p a r t i e à ~. D U BOL' 3 ,
é f ê v e - d n g é r u e u - r e ; e a n n é e à l " E c c s e d e s ' U n e s d e P a r i s ) . C n
d o n r; e u n e f o r m u l a t i o n d e l ' a . : : 'g o r i t r . m e p o u r t e e s y s t è m e s à t e m p s
d i s c r e t . E l Û i r , . o n d é v e l o p p e } ' a l g o r i t :h me p o u r l e c a s d e s y s t è m e s
n o n l i n é a i r e s à c r i t è r e q u e L c c r . q u e , s a n s p r e .i v e d e c o n v e r g e n c e .
L e c h a p i t r e 5 e s t c o n s a c r é à l ' e x p o s é d e r é s u l t a t s d t e x p é - .
r - r e n c e s n u m é r - L q u e a ( a e n é e e p a r Y . . D U B O U E d é ~ à c i t é ) .
L e c h a p f t r e 6 p o r t e s u r u n c a s p a r t i c u l i e r d e d é c o m p o s i t i o n
c o m p l è t e d ' .a n p r o b l è m e l i n é a i r e q u a d r a t i q u e à h o r i z o n i n f i n i ,
c e t t e d é c o m p o s i t i o n n ' é t a n t r e s é v i d e n t e à p r i o r i .
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E l f . : . r . , : , . . . ; . .:~: • . . . ; ( ' J e c c r . c L u c r c r ' , r ' V J . . r . t s u r
: 3 r . o t . L o r . a e c c o r . i n . a ; ~,l. L ~ 1i"[.~ m a i s e n b Ol . lc l , · f e r m, ; e a u
p r - e œ i e r - n i v e a u . O n a n a L y s e l a 1 i f f l c u l t é , d a n s c e t o r d r e d ' i d é e ,
d e r e s t e r f i d è l e a u p r ' c r . c r p e d e p r - é d L c t . L c n d e a i n t e r a c t i o n s d e
M E S A B . C n C . O n a t s c u t e l e c a s p a r t i c u l l c r d e s s y s t z - m e s l i n v a i r e s
c o n s t a n t s o ù c e t t e d i f f i c u l t é e s t s u r m o n t é e p a r r e c o u r s à l a
t h é o r i e d u d é c o u p l a g e { c f . S I L Y E R M A N e t P A Y $ ( 3 4 J , WO N HA M e t
MOR S E [ 4 2 ] ) . C e t t e i d é e e ë t d u e à BEr..'VE~I STE e t B E R 1 l " H A R D [ 5 j .
O r. c o r . c I u e à : ' a n é c e s s j t é d ' u n n o u v e - au p r - L n c i p e j e c o o r d i n a t i o n
q u ; a t é j e f a . t L v o b j e t o t u n e p u b l i c a t i o n p a r l ' a u t e u r [ 1 3 J ma i a
q '..< ~ 1 . ' " , ; 3 . ' : ; a t c e i n t : t J t a t J e m a t u r - a t i o r . d e s mé t h o d e s r - a r . p o r t é e e
C H A P I T R E l
F O RM A LI S M E E T PR INC I ?~ S D E C OOR D I ! \ A T I O N
C e c h a p i t r e n o u s p c r m e t t r - a d s L n t r - o d u i r - e l e s c o n c e p t s d e b a s e
e t l a ' t e r - mi n o k o g l e d e l ' e s s e n t i e l d e l a t h é o r i e é l a b o r é e p a r
ME S A ROV I C e t s e s c o l l a b o r a t e u r s [ : 5 0 , 3 1 ] . C e p e n d a r t l ' e x p o s é
e s t l i mi t é a u x L d é e s q u i s e r o n t d i r e c t e me r . t u t i l e s p o u r - l a
s u c t e , O n a e s s a y é d e r a m e n e r c e L e e - c c à l e u r s e x j a - e e e t c n e
L e e p : : - u s s i m p l e s d a n s u n b u t d e c l a r t é . Un e x p o s é p . L ue c o m p l e t
p e u t - ë t r - e t c - c u v é d a n s l ' o u v r a g e d e B E P . N r l A R D [ 7 , c b a p , 5 ) . N o u s
r e p r - e n o r o n s e n s u i t e l e c c r . t e n a d e l ' a r t i c l e d e B E XYE 1; I S T E e t
C O H E !i [ 6 ) , c e q u i p e r u e t t r a d e c o œ p a r e r - l e c h a m p d ' a ; F : l . c a t i o r .
d e s d e u x p r i n c i p e s p r i n c i p a u x d e c o o r d i n a t i o n d e M E SA ROV I C e t a l .
e t d e j u s v t r r e r - d u c h o i x d e l ' u n d ' e u x p o u r l a s u i t e , L ' a l g o r i t h me
d u c h a p i t r e : 5 s e r a a i n s i e n t r e v u p a r u n e a p p r o c h e q u e - L q u e p e u
d i f f é r e n t e d e c e l l e a d o p t é e p l u s l o i n .
1 . F o r m a l i s me . Mo d e s d e c o o r d i n a t i o n .
: . e r c r œ a j i s e e e s t a i r e c t e c e n t c r - re n t é v e r s : a c c c n a r . J e
c p t r c e ï . e d e c r o c e e s u s , On s e o o n n e d o n c u r , m o d è I e d t e r . t r é e
U € u e t d e s o r - t i e y E " I f C - l u i s e r a 5 0 U V e : : l t p o u r n O : ' < 5 é g a . : e m e r . t
• ' é t a t )
P : U - " I f
( 1 . 1 )
L e s e s p a c e s U e t " I f s o n t d e s e s p a c e s a b s t r a i t s a y a n t g é n é r - a L e œ e n t
L a s t r u c t u r e t o p o l o g i q u e d t e a p a c e s d e H i l b e r t ( m a i s c e n ' e s t p a s
u t i l e d a n s c e p a r - a g r a p h e } ,
O n s e d o n n e a u s s i u n c r i t è r e à m n t m i s e r
I l e n r é s u l t e u n e f o r . c t i o n c o ü t :
, ' u - " ; , ( u ) . ç ( u , p ( u ) )
( 1 . 3 )
C e s é l é m e n t s d é f i n i s s e n t l e p r o b l è m e g l o b a l . On s u p p o s e
ma L r r t e n a n t q u ' i l e s t p o s s i b l e d e d é c o m p o s e r l e s y s t è m e g l o b a l
e n s y s t è m e s " l o c a u x " p l u s p e t i t s e t i n t e r a c t i f s , d e l a f a ç o n
s u i v a n t e :
a )
b ) O n . i n t . r - c d - ai t , W 1 n o u v e l e s p a c e , d i t " e s p a c e d e s i n t e r a c t i o n s "
v = V, x • • • Y V
N
c ) O r. t n t r - o d u f t d e s a p p l i c a t i o n s 1\ ( m o d è l e s l o c a u x )
e t ï . e u r c o n c a t é n a t i e n p c e n s l ' e n s e mb l e p r - o d Ul . t , c r e s r - è - .
d î r - e s i u ; ; ( u l ' • • • , U N ) • v ' " ( v 1 ' • • • , v~ ) :
( 1 . 5 )
d ) C r . _ntrcd ~ ':' ' " u r ; e r o n c t i c n t e C ' c u p ' : a g e :
r ; : U - y ( t . 6 ;
l I A . . . e s t ' : e : : ' e q u ' . . v e c Le a J : ; ; n e r . t s c c - é c é d e n t l ' ; ' j e n ' : : ' t é
e v c v a a t e s c ; t v é r i L é e :
. . , . - . 1 E U t
( 1 . 7 )
C e t t e d e r n i è r e r e l a t i o n s i g n i f i e q u e l a s o r t i e d u s y e r e a c
g l o b a l ( 1 . 1 ) e s t l a c o n c a t é n a t i o n d e s s o r t i e s d e s s o u s - e y e t . ë e e e
l o c a u x ( 1 . 4 ) l o r s q u e l e c o u p l a g e ( 1 . 6 ) f o n c t i o n n e . L a
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s i t u a t t o n e s t r e p r - é s e n t é e s c h é m a t i q u e m e n t s u r l a f i g u ! ' e 1 d a n s
l e c a s d e c e u x s e u s - s y s t è m e s .
O n u t i l i s e r a d an s l a s u i t e d ' a u t r e s f o r m e s d e l a f o n c t i o n j e
c o u p l a g e :
H : u x 1 t - y
u X l ' ' ' ' Y
l e s i è e n t i t é s :
V 'J . ~ u , H ( u , p e u ) } = = K ( u ) ,
K l u , K ( u ) ) = K ( u )
( 1 . & )
( 1 . 9 )
L a f o n c d o r . I r e s t g é n é r - a L e me n t , d é f i r . i e a p a r t i r j e H { q u t
p r - é a e n t e L e p l u s s o u v e r . t â a n s l e s a p p l i c a t i o r . s ) p a r :
( 1 . 1 0 )
R E Y c A . ' ; ' { Q l ." E : On a i n s i s t é i c i s u r l e c o u p l a g e " p a r - :~ e o â e I e v ,
d a n s l a p r - é s e n t a t i c n c i - d e s s u s , ma i s i l e e t é v i d e n t q u s u n c o u p l a g e
" p a r l e e r i t ê r e " p e u t v e n i r d u f a i t q u e l e c r i t è r e ( 1 . 2 ) n t e s t
p a s " a é p a r - a b I e " { p a r - e x e mp l e a d d i t i f ) , e n t e r m e s d e r c n c - f o n n e ï ï . e s
d e ( u
i
' V i ' Yi ) ' c e p e m e n t , o n v e r r a d a n s l a s u i t e q u t a u c u n e
d i f f i c u l t é s u p p l é m e n t a i r e n e s u r g i t d e c e f a i t .
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L e e p r o b l è m e s l o c a u x a e r o r . t d é f i n i s a v e c l e s mo d è l e s
( , . 4 ) e t d e s c r i t è r e s l o c a u x :
o ù l ' i n t r o d u c t i o n d ' u n e s p a c e d e p a r a m è t r e A s e r a j u s t i f i é e
c i - d e s s o u s •
E n e f f e t , l e b u t d e l a d é c e n t r a l i s a t i o n e s t d e d é f i n i r d e s
p r o b l ë m e s l o c a u x t e l s * q u e s i Q i e s t c o m m a n d e o p t i ma l e d u s o u s -
p r o b l è me i e t . S i , U , e s t * l a c o m m a n d e o P t i ma l ; d u p r o b l è me
g l o b a l , Q i s o a t e g a l a u
i
' p r - o y e c t i c n d e u s u r U
i
.
P o u r c e l a l a s t r u c t u r e à d e u x n i v e a u x d e l a f i g u r e 1 d e l ' i n t r o -
d u c t i o n e s t u t i l i s é e : l e s c o n t r O l e u r s , a u p r e m i e r n i v e a u ,
r é s o l v e r . t l e s p r o b l è me s l o c a u x p o s é s p a r l e c o o r d o n n a t e u r , e t
é v e n t u e l l e me n t , me t t e n t e n o e u v r e l e s c o m m a n d e s o b t e n u e s s u r l e
s y s t è m e r é e l . L e c o o r d o n n a t e u r , p o u r a t t e i n d r e l ' o b j e c t i f
c c . - c e s s u s me r . t i o n n é , d i s p o s e d e s mo y e n s s u i v a n t s :
- a c t i o n s u r L e a c r i t è r e s l o c a u x : c ' e s t à c e t t e f i n q u e l ' o n
a i n t r o d u i t l ' e s p a c e d e s p a r - a m e t r - e s A .
- a c t i o n s u r l e s mo d è l e s L o c a u x , o u p l u s e x e c t e a e n t s t r a t é g i e
d e g e s t i o n d e s L n t e r - a c t c o r ; s ,
D é v e L o p p c n a c e t e u x i e a , e p o i n t . R e m a r - q u o n s q u r e n e u p p o s a n t l e s
c r a t ë r e e L o c a u x s c é c c r i é s p a r l e c n o i . x ( a u n r v e a u c o o r c c n n a t e u r )
d ' " J , I. p c i r . t . . .e : ' e s p a c è A , c e s p r - c b L è m e a L o c a u x L e s o n t p a s e n c o r e
c o r a j . L ê t e œ e n t d é r r m s , u i f q u ' a ' . l X v a r i a b L e s j e c o m r . a m e a n a t u r e i ï e s
! . . l i ' v r e r . n e n t a v a j c c v e r n a i n t . e r . a n v d e r - o u v e L l . e s e n t c - é e a v : ' ~CU5
n e p a r I e r c n e j u e i e ' i e u x mc c e s n e ~e3 t:cr. j e c e s L n t e r a c t i . c r ; s ,
: ; ) ' a · . . l t r e s s e n t j . r o j o s é e p a r 1 3 S . ·ü i O V I C e t a l . { e c g , " e s t i œ a t L o n
p r r n c i p ï . e " ) œa i s n e c o n c e r n e p a s c z r e c t e m e n t : : C e p r -c b L è m e d é t e r -
m i n i s t e s a n s c o n t r a i n t e p o s é i c i . U n e u - a r e e n r i n , t e l l e 1 " a 1 -
l o c a t i o n " ( c f . [ 2 3 , 1 0 , 3 8 ] ) n é c e s s i t e r a i t p o u r ë t r e u t i l i s é e
i c i u n e f o r m a l i s a t i o n p j u e d é t a i l l é e d e s i n t e r a c t i o n s e t d e s
h y p o t h è s e s e u p p L é a e n t . a L r -e e , E n a n n e x e 1 , u n b r e f e x p o s é e s t
d é v e l o p p é p o u r mo n t r e r l e s d i f f i c u l t é s ï n b é r e r . t e s à c e t t e m é t h o d e
- n -
s u r t o u t j a n s l e c a s â e s s y s t è me s d y n a m i q u e s .
L e s d e u x m o d e s d o n t i l e s t q u e s t i o n s o n t :
- l e m o d e p a r - p r é d i c t i o r : . d e s i n t e r a c t i o n s
- l e mo d e p a r d é c o u p l a g e
L e p r - e a u e r mo d e e s t s a n s d o u t e l e p l . u n d i r e c t e e t c e l u i
q u i d o n n e l i e u a u x p r ' o b . l e m e a l o c a u x l e s p l u s s i m p l e s . I l c o n s i s t . e
à f a i r e a s s i g n e r , p a r l e n i v e a u c o o r d o n n a t e u r , u n e v a l e u r -
( " p ! ", B i c t : . c n " ) I l
i
a u x v a r i a b l e s V i ' d e t e l l e s o r t e q u e : e . : ;
p r - o b L è m e a l o c a u x s e r c r a . n e n t a l o r s ( k E A é t a n t é g a I e a e n t
f i x é ) :
L e s e c o n d mo d e , d o n t ::" ap pel1 a t ~on e s t m a l a d r o i t e ma i s
t r a d u i t l e s t e r m e s a n g l a i s " d e c o u p l i n g mo d e " , c o n s t s t e à c c n s r - ,
d é r - e r L e s v a r i a b l e s v , C O : D œ a e e c n t r é e s f ' L c t . L v e u e n t c ar u p u I é e e
p a r l e s c c n t r - ô l e u r - s ~o~ a~ a u m ê m e t i t r e q u e l e s c o m m a n d e s
" s : D ' o ù l e s p r o b l è m e s :
D a n a Le p r e m i e r c a s , n o u s n o t e r - cn e û i ( a
i
, ~ ) u r ; e s o l u t i o n
o p t i m a ; e L c c a I e a , e t d a n s : e s e c e n a c a s , o n l a r . c t e r -a
( O i ( k ) , ~i ( ~ ) ) ' C o m m e d é j à d i t , l e b u t e s t d e c h o i s i r ~
( e t . 5v ; n t u e l l e m è : l t c ( c , " ' , a l \ ) ) d e t e l : : ' e s o r t e q u e
Q , " " ' . . . .i ' i " " 1 1 ' . ' , N .
2 . A o p l i c a t i l i t é - C o o r d o r . n a b i l i t é .
T r o i s q u e s t i o n s s e p o s e n t a l o r s
, - C o m m e n t d é t e r m i n e r q u e l ' o p t r a u m g l o b a l e s t a t t e L n t ?
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2 - E x i s t e - t - i l d e s p a r a m è t r e a ) . ( e t é v e n t u e l l e me n t a )
t e l s q u e l ' o p t i m u m g l o b a l B o i t a t t e i n t ?
3 - C o m m e n t a t t e i n d r e c e s p a r a m è t r e s ?
A c e s t r o i s q u e e u t o n e c o r - r e e p o n d e n t l e s t r o i s c o n c e p t s
d ' a p p l l c a b i l i t é , d e c o o r d o n n a b i l 1 t é e t d ' a l g o r i t h me c o o r d o n n a t e u r .
I l f a u t d l a b o r d n c t e r q u e l a p r e m i è r e q u e s t i o n d o i t r e c e v o i r
u n e r é p o n s e d i f f é r e n t e d e c e l l e q u ' e l l e r e ç o i t o r d i n a i r e m e n t
d a n s l e s p r o b l è me s d ' o p t i m i s a t i o n p a r u n e a p p r o c h e g l o b a l e .
D a n s c e d e r n i e r c a s , o n d i s p o s e g é n é r a l e m e n t d e c o n d i t i o n s
n é c e s s e i r - e s e t ( o u ) s u f f i s a n t e s d ' o p t i m a l i t é ( e . g . c o r s ï r m o n e
j e s t a t i o n n a r i t é ) e t , d e p l u s , c e s c o n d i t i o r . s s e r v e n t d e b a s e
à l ' é l a b o r a t i o n d ' a l g o r i t h m e s ( q u e s t i o n 3 ) . l e : ' , l e s c a l c u l s
é t a n t d é c e n t r - a l i s é s , o n é v c t . e r - a d e r e c o u r i r à l a v é r i f i c a t i o n
d e t e l l e s c o n d i t i o n s , s u r t o u t p o u r l a r a i s o n q u t u n e r é p o n s e
n é g a ' t î v e n e t p e r m e t c r - a i t p a s d e f a i r e p r o g r e s s e r l e s v a r i a b l e s
d e f a ç o n d é c e n t r a l i s é e .
l ' L i é e d e ME S A ROY: I C e s t a l o r s d e r e c o u r i r à l a v ér -r r i c e -
t t o n c t u n e c o n : l i t i o n g l o b a : ' e s i m p l e , " n a t u r e l l e " d a n a l e c a d r e
d u f o r m a l i s m e a ô o p t é , e t s u s c e p t . L b l . e d e f o u r n i r l a b a s e
d ' a l g o r i t ! ' 1 . m e s c o o r - d c n n a t e u r e , C e t t e c o o r c t i c n e s t l e r e s p e c t
d u c o u p l a g e e n t r e l a v a r - f a b I e s e c o e a e r d e - . 1 c h o i s i e a u n t v e e u
l o c a l e t l a v a r - i e c t e c ' i n t e r a c t i o n C l ( c h o i s i e a u n c . v e a u
c c o r - a o n. . .n a t e u r - ) o u ~ ( c h o i s i e a u m v e e u l o c a l )
: J : : K ( û ) ' ? o u ~ :: K ( a ) ?
c e c e r c a n t d e s e x e c r t e s s i m p l e s ( c f . [ 6 , 7 ) ) c e - a ve n t ê t r e
c o n s t r - u i t s p o u r m o n t r e r q u ' i l n v e x t e t e a u c a n e i m p l i c a t i o r .
l o g i q u e d a n s u n s e n s 0 ' . . d a n s l ' a u t r e : e n g é n é r a l , e n t r e l a . c o n d i -
t i o n c i - d e s s u s e t l e f a i t q u e 1 1 % U .
J a n s c e s c o n d i t i o n s , o n r e c h e r c h e r a l e s p r o b l è c e s d é c e n t r a -
l i s é s a u x q u e l s s o n t a p p l i c a b l e s ( a u s e n s c i - d e s s o u s ) l ' u n 9 U
l ' a u t r e d e s d e u x p r i n c i p e s d e c o o r d i n a t i o n m e n t i o n n é s p l u s h a u t .
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D E F I N I T I O N 2 . 1 . : O n d i t g u e l e p r i n c i p e d e c o o r d i n a t i o n ~
p r é d : c t i o r . d e s i n t e r a c t i o n s e s t a p p l i c a b l e i l . t i n p : ' c b l è : : l e
d é c e n t r a l i s é 8 i l ' i l t p l i c a t i o n l c g i q u e s u i v a . .. . t e e e t v r a : ' e p o u r
pro bl ~rne :
V ) , E A , Y I l € V : I l ' " K ( Ü ( I l , ) , ) ) . . ü f e , ) , ) = : u * .
D E F I N I T I O N 2 . 2 . : O n d i t g u e l e p r i n c i p e d e c o o r d i n a t i o n p a r
d é c o u p l M l L e a t a n p l i c B b l e à 1 .1 . . ' 1 Dr o b l è me d é c e n t r a l i s é a i l ' i l I : p l i -
c a t ' . o r : l o g i q u e s u i v a n t e e e t v r a i e p o u r c e p r o b l è me
y , E A , . ( , ) • K ( a ( , ) ) • a ( > l = u · .
Un e r o t e a c q u t e e l ' u n e d e c e s d e u x p r o p r i é t é s , q u i a p p o r t e
u n e r é p o n s e à l a q u e e t i o n l , l a [ u e e t i o n 2 e c u ï ë v e l e p r - o b L è r t e
j e l ' e x i s t e n c e d e " b o n s " p a r a m è t r e s d e c o o r d i n a t i o n . Ce c i d c n n ë
l i e u a u c o n c e p t d e c c o r d c n n a b f L d t é ,
D E l o' U 1 T . I 0 r ; 2 . ~ .: O r . d i t q u ' u n p r o b l è me d é c e n t r : l i s é e a ~ c ~ orè. O ­
r . A b l e p a r p r é d i c t i o n s ' i l e x i s t e d e s v H l e u r s a € V I I x € A
t e l l e s g u e l e s p r o b l è me s l o c a u x a i e r , t u n e s o l u t i o n e t g u e
a * = : K ( l 1 ( a · , ) , . ) ) .
: J E F I N I T I O X 2 . 4 . : O n d i t q u ' u n p r o b l è me d é c e n t r a l ' i s é e s t c c o r d o n -
r . a b l e p a r d é c o u p l a g e s ' i l e x i s t e 1 . U 1 e v a : e u r " . E. A t e l l e l u e l e s
p r o b l è m e s l O C RU J i a i e n t u . . e s o l u t i o n e t q u e : ~O. ) = : K (~ ( " ) ) .
E n f i n , l e d e r n i e r p r - o c I è me , e t n o n l e mo i n d r e , e s t d e t r o u v e r
p r o c é d u r e q u i p e r m e t d ' a t t e i n d r e c e s v a l e u r s d e s p a r a m è t r e s
d e c o o r d i n a t i o n . C ' e s t L a q u e s t i o n ' d e s a ' t g c r - t t . hm e e
c c c r e o n n e t e u r - e , l H I O C Z p e u d é v e l o p p é e d a n s l e l i v r e d e !Œ SA.~OV I C
e t n l . [ , O ] . ~OU9 r e v i e n d r o n s a u c h a p i t r e ' s u r 1 . U 1 e t e c h n i q u e d u e à .
c e s a u t e u r s , d i t e d e l ' o p é r a t e u r d ' i n t e r a c t i o n , d a n s l e c a d r e d e
l a c o o r d i n a t i o r . p a r p r é d i c t i o n e t n o u s e n d é r i v e r o n s l ' a l g o r i t h m e
g é n é r a l . D a n s l a s u i t e d u p r - é a e n t c h a p i t r e , n o u s v e r r o n s 1 . U 1 a u t r e
t y p e d ' a l g o r i t l u n e q u i m e t t r a b i e n e n I u a a è r - e : e r ô l e d e l ' ' ' é c a r t
d e c o u p l a g e " v - K ( u ) d a n s l a c o o r d i r . a t i o n p a r d é c o u p l a g ' l
D e p l u s l e s d e u x p r i n c i p e s d e c o o r d i n a t i o n s e r o n t c o m p a r é s a u r u n
t y p e p a r t i c u l i e r d e p r o b L è me q u a n t à l e u r a p p L a c a b â . Lâ t . é ,
, . C o o r d i n a t i o n p a r d é c o u p l a g e d e p r o b l è m e s m u . ' 1 i s c t ' u n e f o n c t i o n
o b j e c t i v e a p o a r e n t e .
N o u s l a i s s e r o n s i c i d e c o t é l a v a r i a b l e d e s o r t i e i f q u i
n ' e s t q u ' u n i n t e r m é d i a i r e d a n s l e p r o b l è m e d ' o p t i m i s a t i o n . N o u s
r . o u s m t é r - e e s c n s d o n c d i r e c t e m e n t à l a f o n c t i o n n e l l e , ( 1 . 3 ) .
U r . t y p e p a r t i c u L i e r - d e p r o b l è m e , m a i s d o n t l a p o r t é e e s t c e p e n -
d a n t a s s e z g é n é r a l e , e s t l e s u i v a n t :
,
; ( u ) =i~l J i ( u
i
' K i ( u ) ) ' " J ( u , K ( u ) )
N
e t K i ( u ) "'j~l Ki j ( u
j
)
( c r i t e r e e t à n t e r - e c t . t o n e " s é p a r a b l e s " ) .
0 . 2 )
A : ' o r s e n i n t r o d u i s a n t u n p a r a m è t r e \ . E y * ( e s œ c e
d u a L d e y ) p o u r : a c o n t r a f z t e d e c c u p â . a g e K ( u ) - v = 0 ,
f e r m e : e L a g r - a r . g ' i e n ,
L ( U , v , \ ) ' " . . T ( u , v ) . . . c x , K ( u ) - v >
« . , . > . i é s L g ne : ' e p r - o d u f t j e d u e : : t é ) .
P l u s g é n é r e c e me n t ,
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D E F I N I T I OK 3 . 1 : On a p p e l l e f o n c t i c r . o b j e c t i v e a p o 8 ! "e n t e a s s o c i é e
à u n e f~ille d e c r i t è r e s l o c a u x J i ( u
i
, v i ' ) , , ) , u n e a p p l i c a t i o n
l ' s s R ~ R t e l l e q u e :
On v é r i f i e q u e l a f o n c t i o n l ' c o r r e s p o n d a n t a u C R S e é p e r a -
b l e c i - d e s s u s e s t l a s o m m e d e K n c c b r e s , e t q u e ; l ( u
t
K ( u ) , ) , }
v é r i f i e 0 . 5 ) . On e x i g e g é n é r - a ' l e œ e n t q u e l ' s o i t c r o a a e e r . t e p a r
r a p p o r t à c h a c u n d e s e s a r g u me n t s à s e u l e f i r . q u e l a m i n i l I . . i . s a - : i o n
d e ; c o r r e s p o n d e à u n e m i n i m i s a t i o n d a n s c h a q u e s e u s - p r o b l è me .
P o a e n t :
o r . é n o n c e q u e L q u e e r é s u l t a r s g é n é r a u x s u r l a c o o r d i r . a t i o n d e ' t e L e
p r o b j ë e e s p a r d é c o u p l a g e . C e s r é s u l t a t s s o n t c e u x d e L A r p OK e t
a l . ( 2 8 J û e r ; s W 1 f o : n r . a l i s m e p l u s g é n é r a l .
T H EOR E M E 3 . t : E t a n t d o n n é u n p r o b l è m e d é c e n t r a l i s é p o s s é d a . "' 1t
u n e f o n c t i c n o o t e c t r v e a p p a r e n t e c r o i s s a n t e ,
b ) " j P 1 > % ~( u , v , q < i n - ' " , t u )
( J . 7 )
( j . 8 )
c ) L e p r i n c i p e d e c o o r j i n a t i o n p a r : i é c o u p l a g e e s t a p p l i c a b l e à u n
t e l p r o b l è m e
D E M O N S T R A T I ON
a ) P e s o n s Q = { ( u , v ) v ' " K ( u ) } , i l e s t c l a i r q u e
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a a t e , d ' a p r è s ( 3 . 5 ) , s u r Q , . l ( u , I l , ) , .) v a u t , ( u ) , d ' o ù
( J . 7 ) .
b ) C ' e s t u n e c o n s é q u e n c e d e 0 . 7 ) .
c ) S u p p o a o n a q u e p o u r u n c e r t a i n ' \ , l e mi n i m u m d e . l e n
( u , v ) s o i t e t t e L n t e n 1 , ~ e t q u e ' Q = K ( l ) ) ( H y p o t h è s e
d e l a d é f a r n t f o n 2 . 2 ) .
A l o r s : . l ( i l , ' J , ) , . * ) = , ( û ) d ' ~prè s ( 3 . 5 ) e t , d ' a p r è s ( 3 . ? l
~(û ) s i i f " , { u } . A l o r s : l ) = u , a r - g u m e n t d u a u n â m u m d e ,
c , q , t , e • 1
T H E O R E I D : 3 . 2 :
a ) Av e c ~ e s r : . v p o t l ; .è : : ; e s d u t h é o r è : ne 3 . 1 , u n e c o n d i t i o n n é c é s - .
c o u r - ': ; " j e : ' e p r C 'h l è me h i é r a r c h i s é s o i t c o o r d c n n e b I e
- c a r j é c o l J . r : ' a f j e e s t ? u e l e s b o r r . e s i n f é r i e u r e e t s u p é r i e u r e d e
: ' '.. ~_é P.'a : i~ é ( 3 . e , s o i e r . t a t t e i n t e s e t g u e c e t t e i n é g a l i t é
so: ~ ". . - ne é , : a 1 l . t é . c ' e s t - à - d i r e 9 " , e
b } C ~ S c c n à i t ' i 0 n s S O l : t s u f f i s a n t e s s i ' i l e s t s t r i c t e me . ' 1 t
c ) S i j e ! l b s
a r g u m e n t s .
' f u , v : , , ( u ) s s~p . l ( u , v , x )
( J . 1 0 )
a l o r s l ' e x i s t e n c e d ' W l p o i n t - s e l l e u a r r a p p o r t i l . ( u . v )
d ' u r . e p a r t , ) , . d ' a u t r e p a r t , e s t u n e c o n d i t i o n r . é c e s s a i r e e t
s u f f i s a n t e p o u r g u e l e p r o b l è me s o i t c o o r d o r . r . a b l e p a r
~,
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D E M O N 8 T R A T I O N :
< , , ( u , v , ' l
( j . 1 1 )
a ) O r . s u p p o s e q u e : 8 p r - o b ' l è m e g l o b a l à u n e s c â u t i c n : . l
( b e r - c e i n t é r i e u r e d e ~ a t t e i n t e ) e t q u ' i l e s t c o o r d o n -
n e b I e p a r d é c o u p l a g e , c r e s t - c à - d i r e q u e l e s p r - o b . I è me a
L o c a u x o n t u n e 3 0 1 u t 1 0 . ' 1 0 : , ~ ( b o r n e i n f é r i e u r e d e r l
a t t e i n t e ) p o u r u n c e r t a i n ) . . . t e l l e q u e . t t D K ( l 1 ) . A l o r s ,
' Ç a ! ' a p p l i c a b i l i t é ( t h é o r è : r .e } . 1 ) , Û ~ u e t l ' o n a
c e c a p r - o u v e a v e c l l i r . é g a : i t é . ( ' . 8 ) q u e l a b o r n e e u p é r c e u -
~ e s t e t t e i r . t e e r : ) . . , c e q u i d o n n e l ' é g a l i t é
D . , ) .
' 0 ) L n v e r - e e r a e n t , s u p p o s o n s ( 3 . 9 ) v é r i f i é e , a v e c p o u r a r - g u m e n t a
d e s m i n . e t m a x , r e s p e c t i v e m e n t u · ( 8 0 1 u t 1 0 n g l o b a l e ) à
d r o i t e d e l ' é g a l i t é , e t c a , C , ~ . ) à g a u c h e ( ' O . , ~
é t a n t l a s o l u t i o n l o c a l e c o r r e s p o n d a n t e à ) . .* ) .
y . o n t r o r 18 q u e : e c o u p l e ( u ' " 1 K ( u · » e s t W 1e s o l u t i e n
l o c a l e p o s s i b l e l o r s q u e X = X· , c e q l . . < i e o n t r e r - e l a c o o r d o n n a -
b i l i t é . E r . e r r e t , s i t e l n ' é t a i t p a s l e c a s , i l e x i s t e r a i t a u
m o i n s u n l t e l q u e :
m a i s ' i ' é t a n t s t r i c t m e n t c z - o r e e a n t e , c e l a i m p l i q u e r a i t
c o n t r e d : ; ' s a n t ( 3 . 9 ) . c , q , r . d ,
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c ) 1 : s u f f i t ma . i n t e i . a r . t d e mo n t r - e r q u e :
0 . 1 2 )
p o u r o b t e n i r , p a r c o m b i n a i s o n a v e c ( 3 . 9 ) , l ' é g a l i t é d u m i n - m a x
e t d u m a x - mi n , c t 1 o ù l ' é q u i v a l e n c e b i e r . c o n n u e a v e c l e p o i n t - s e I l e
( 3 . 1 1 ) . P o u r c e l a , o n u t i l i s e L t h y p o t h è a e 0 . 1 0 ) , q u i d o n n e :
~.ta i s
d ' o ù :
e t c o m me
i u t p e u ) s ~% s~p l . ( u , v , 1 1 . )
' f ( u " v ) E Q , ' l ' \ : ; l ( u ) : : ; l eu , v , 1 1 . )
i n f ; l ( u ) : : : i n f s u p , l ( u , v , 1 I . )
l < E U ( u , v ) E Q k e A
Q c : \ . 4 X ' V ,
i r . f . ?C ; , ) : < ! ; i n ! 3 U p , l ( u , v , k )
u E U ( u , v ) e u ) ( i ' k e A
0 · 1 ) )
q u ; e s t l ' i n é g a : : t é c o n t r - a i r -e d e ( 3 . 1 . 5 ) . d ' o ù l ' é g a l i t é .
O r . v o i ; f a ci :e m~ .1 ; q u e l e s b o r - n e s s o n t a t t e i n t e s p o u r l ' i n f - s u p
e n ( u , K ( ' . . l ) , À ) â c n c c ' e s t u n m n - e e x , C e c i a c h è v e l a
d é m c n s t r - a t ' i o r ; _
0 : , . r - o t . e r - a q u e L t r . y p o t n è s e (3. ~ O) e s t t . r d v t a f e m e r . t v é r i f i é e
1 3 . : : : ' s l e c a s c i t é a u 1 o ' b u t j ' 1 p a r - a g r - a p h e ( v c t r O , 3 » ) .
E r . e r r e t . i a r . s c e c a s :
v , ; K ( u )
= : : ~( u ) s i v = K ( u ) ( d ' a p r è s 0 . 1 » .
L e t h é o r è m e 3 . 2 é t a b l i t d o n c q u e , s o u s j e f a i b l e s h y p o t h è s e s ,
l a c o o r d o n n a b i l i t é p a r d é c o u p l a g e e s t é q u i . v a â e n t e à l ' e x i s t e n c e
d ' u n p o i n t - s e l l e d e l a f o n c t i o n o b j e c t i v e a p p a r e n t e . I l e n r é s u l -
t e q u ' u n a : i . . g o r i t h m e c o o r d o n n a t e u r t o u t n a t u r e l e s t l ' a l g o r i t h m e
d ' U Z AWA p o u r l a r e c h e r c h e d ' u n p c i n t - cs e L L e q u i c o n s i s t e à
m i n i m i s e r e n ( u , v ) ( t â c t . e d é c o m p o s a b l e e n s o u s - p r o b l è m e s )
p o u r , , ' f i x é e t i l . m a x i m i s e r e n ) , . l a f o n c t i o n n e l l e
; J ( ) , . ) ' " m i n l ( u , v , ) , .) ' " . l ( O ( ) " ) , ~( ),. ) , , , ) .
u s v
A l o r s , a v e c d e s h y p o u h e s e e d e d i f f é r e n t i a b i l i t é , e t e r . n o t a n t ,
' l 7
x
l e g r a d i e n t P a J ' r a p p o r t à x , e t p a r u n e é t o i l e l ' o p é r a t e u r
a d j O i n t :
L e s d e u x p r e m i e r s t e i me s a o r r t n u l s , p a : " s t a t i c n n a r - Lt . é d e r i .
{ û , 1 ' ) , d e s o r t e , q u e :
( c " a p r è s 0 . 3 ) )
U n a l g o r i t b me d e g r a d i e n t s i m p l e c o n s i s t e r a i t , a u p a s K + ! d e
c o o r d i n a t i o n , à c h a n g e r ) , .k e n ) , .k + l p a r :
0 . ' : v c i t d o n c l e r O : e J o u é i c i p a r l ' é c a r t d e c o u p l a g e d a n s
L t e L g c r - z t r . m e c o o r c c n n a t e u r •
4 . C o o r à i n a t i o r , r a r F é d i c t i o n - C om~aral son d e s d e u x p r i r . c i p e s
j e c o c r - d I n a t i c n ,
A b o r - d o n s e a m t e n e r . t l e p r - o b L è e i e d e l a c o o r d i n a t i o n p a r p r - é d L c - .
t i O n p o u r u n p r o b l è me d é c e n t r - e l i s é mu n a d ' u n e . r o n o t I c n o b j e c t i v e
a p p a r e n t e c r - o - ï e e a n t e .
T H EO R E M L } . 3 : Av e c l e s h y p o t h è s e s d u t h é o r è m e 3 . 3 ,~
r e m p l a c &n t ( 3 . 1 0 ) ~ :
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y . , K ( u ) ~ s u p . l ( u , v , " ) ' " ' t " " "
x
I I . L . a d me t u r : p o i n t - s e l l e 0 . 1 1 ) , a l o r s
b ] u ' " e s t s o l u t i o r . d u F r o b l è m e p ;l o b a l ~n ~ ( u )
c ) u " e s t s o l u t i o n d u Dr o b l è me l o c a l c o r r e s p o n d a r . t à l a
D~éd i c t ion I l = v l i ' " = , , *
D EM O N S T RA T I O N :
8 ) C o n s i d é r o n s l ' i n é g a l i t é d e g a u c h e d a n s 0 . 1 1 ) e t p r e n o n s
l e e u p , e n x . S i y " 1 K ( U * ) , l 'hrpo 'tr.ès~ ( 4 . 1 )
c o n t r e d i t c e t t e i n é g a l i t é . D o n c v " " K( u ) , e t . . , l a v a l e u r
c o m m u n e d e s d e u x me m br e s d e l ' i n é g a l i t é e s t ~ ( u )
d t a p r - ê s 0 . 5 ) .
b ) C o n s d d é r o n a l ' i n J g a l i t é d e d r o i t e d a n s 0 . 1 1 ) e t p r e n o n s
d a n s l e m e m b r e j e d r -c i t e . v = K ( u ) p o u r t o u t 1 . 0. A l o r s
( j ' a p r è s 0 . 5 ) .
c )
d c n c 1 . 0" e s t s o l u t i o n d u p r o b ; è me e l o b a l
L a n ë a e i n é g a : l t é J a v e c v = v . . e t " = , , d a n s l e
m e mb r e d e i r e : t e mo n t r e q u e u e s t s o â u t i c n d e s p r o b l è -
z e s L o c a u x : i é f : n i s p a r p r é c r c t . t o n , ( O n : l t i : : ' i s e ic~ l ' h ; , r-
c o t a e s e j e s t . r i c t e c r o t s s a n c e d e ' ! ' ) • •
C e t h é o r è m e e x p r i m e q u e l ' e x i s t e n c e d ' u .n p o i n t s e l l e d e . l
e s t u n e c o n d â t i o n~ d e c c c r ë c n n a t d ï . a t é d u p r o b l è : r : e
d é c e n t r - a l i s é p a ! ' p r é d i c t i o n . E n c o r e s ' a g i t - i l d ' u n t y p e p a r t i -
c u l i e r d e c o o r d o n . r . a b i l i t é , c a r c r . ~e p e u t d é m o n t r e r i r. d é p e r : d a mm e n t
l ' a p p l i c a b i l i t é ( I l = K ( o . ) . . 0 . ' " u ) c o m m e o n a p u l e f a i r e
a u t h é o r - è m e 3 . 1 p o u r l e d é c o u p l a g e . C e c i p r - o v f e n t d e l ' a b s e n c e
d e m i n i m i s a t i o n e n v a u n r v e a u l o c a l . U n c o r o l : ' a i r e d e s
t n é c r - ë c e e 3 . 2 e t 3 . 3 é t a b l i t l a c o mp a r a i s o n a n n o n c é e ,
C ü : W L L A l R E : D a n s l a c l a s s e d e s p r o b l è me s d é c e n t r a l i s é s
mu r . 1 s c t ' u ! ' :! " f o n c t i o n Ob ~!"ctlve a I ' p a r e n t e , l a s o u s - c l a . s s e d e s
p r o b l è m e s c o o r d o n r , a b l e s p a l " Dr é d i c t i o n e s t p l u s l a r g e g u e c e l l e
d e s : : r o b l è m e s c o o l " d o n n a b l f ' s n e r d écou~,
C e c o r o l l a i r e s o u l i g n e s i m p l e me n t l e r a t t q u e l ' e x i s t e n c e
d t u n p o i r . t - s e : : ': e e s t n é c e s s a i r e e t s u r r t s a n t e p o u r l a c o o r â o n -
r . a b : : ' : : " : t é p a r d é c o u j - L a g e , c a t s s e u I e c e n t s u f f i s a n t e p o u r l a
c o c r - d o n n a b i L r t é p a r p r é c t c t i c r . . C e p e n d a r . t , s o u s w e n y p c m ë s e d e
r - é g u I e r - d t . é , e t d e s b y p o t n ê e e e d e d i f f é r e n t i a b i l i t é , u n e c o n d i t i u n
n é c e s s a i r e d e c o c d o n n a b i l i t é p a r p - é c t c t i c n e s t l ' e x i s t e n c e a ' u r .
q u a a f c -p o i n t - c e e L ' l e d e r l ( n o t i o n L n t . r - o d u i t e p a r B E t i S O U S S A : - l ' e t
a~ . : 4 ] )
: . l E F I N l T I O K 4 . 1 : O r. : l i t q u ' u n e f o n c t i o n n e l l e f ~~
v a l " : a b l e s x ~ y a d me t U l ) g u a s i - o o i n t - s e l l e e n ( x " , y " )
s i l e s f o n c t i o n n e l l e s
e t y _ f ( x . . . . y )
$ c , r . t d i f f é r e r . t i a b : e s e t s t a t : ' o r . r . a i r e s e r r x e t y r o : : s : e c t : : 'v e l : e n t
T H EO R E M E 4 . 1 : E t a n t d o n n é u n D ! " o b l è t " . e d é c e n t r a l i s é mu n i d I ~e
f o n t i o n o b ' e c t i . . . . e a~car'er;te c r o i S S Q l " . t e , c o o r ù o r . r , a b l e p a r p r é d i c -
t i e n e T , c e s e r : s g l l ' i : e :< l s " t e d e s p a r a m è t r e 3 (C/. ~ , > . , . . ) t e l s g . ; . € '
l a solut -~ ~n l o c a ; e 0 ( a
4
, > . , 4 ) e s t é g a l e à l a s o l u t i o n g l o b a l e u "
e t g u e C l = K ( u ) , s o u s l e s n y Do t h è s e s g u e r l (r.~.E.E ' K )
e s t d i f f é r e n t i a b l e e n ( u , v ) (~. u ) e t g u e l ' o p é r a t e u r l i n é a i r e
d K / d u ( u
4
) e : t i ~ jec ;if , l a f o n c t i o n n e l l e . l a ' i m e t u n q u a s i - p o i r . t -
s e I l e e n ( u " , ( J . • À ) .
: . J ' a ; : , r è s ( 3 . 5 ) , l a f o n c t i o n n e l l e > . . - . l ( U · , a * , > . . ) e s t
c o n s t a n t e p u L s q u t é g a l e a ; ( u * ) . E l l e e s t d o r . c . J . i f f é r e n t i a b l e
e n \ e t s t a t i o n n a i r e p a r - t o u t d o n c a u s s i e n > . . . D ' a u t r e
p a r t , d ' a p r è s l ' h y p o t h è s e q u e u · e s t l a s o l u t i o n l o c a l e p o u r
l a p r é d i c t i o n ( n · , \ * ) :
2 t c a r c c r e é q u e r . t : ' Vu . l ( u * , a * , \ * ) = 0
E n f i n , d u f a i t , q u e u e s t s o l u t i o n g L o b a I e e t q u e
; ( u ) ' " z t v , K ( u ) , \ ) p o u r t o u t \ , o r . a :
( 4 , 2 )
r.: ~ i S . pa!, ( 4 . 2 ) * e \ l 'r.~pc thèse d e r é g u l a r i t é d e d K h u ( u * ) , o n e r .
( 1 ' : : b J . t : ' Vv . l ( " , a , \ ) ' " C c e q : . J i a c h è v e l a .I é m r . n s t r a t . L o r . • •
L r a t f 9 . C : _ 2 . i e mc r . t r e r ~Je c e q u a s i - p c i r , t - s e l : e p e u t n e
F a s t - : - :« ~;r; ; , o H : t - s e : " : ' e , " , : . m ; : : : " e r r. • · : : t e n s t a r - r - a r . g e a . . ' ; p o - a r c o n s t r u i r e
· .l T; o o n t r - e c -e x e m p I e 0 : ' : l r . t e s t c e s c o n v e x e e n v . ( c f . [ 6 ] ) . O n
v e r r - a i ' a i : : : e u r s a . a c n a p i . t r -e 2 q u e c e l a p e u t t r è s b i e r : s e p r o d u i r e
. t a n s l e c a s j ' u n p r - c b l e me j e c o r r a a n o e o p t i ma l e L t n é a i r - e - c q u a d r ' a t i q u e ,
O r . ,. . o " t s e d e ma .• - i e r a t c r - s s ' i ~ n e s ' a g i t p a s p L u t . ê t d ' u r .
; : o : . r : ' . ; - J e : : e e r ; l i j ' u r . € ' c a r t , ( v , \ ) d ' a u t r e ; : a ! ' t
, ( .( u " , V , \ ) s ; : l ( ' J . v · , \ . ) , : , ; ; l ( I A , v * . > . . * ) .
~:-;:~:~: :~ : :::~~ '~ ~'~ : :: ~è ( ~~)po~: :< ~ ~~. ~;~~ ; ) V~: ~f~:~ ~ r: ::.~~6~~ i t é
S L O p . e n ) . 0 : : ' t r - o u v e u r . e c c r t . r -a c i c t r c n .
I l e s t d o n c e x c L u j e p c u v c i r c o n s t r - a t r e u n a . Lg o r - f t . u n e
c o o r - a o n n a t e u r d e t y p e ü Z Ai Y A . I l f a u t a l o r s s e t o u r n e r v e r s u r .
a u t r e t y p e , j ' a l g o r i t ! ". u :e . d i t " a l g o r i t . : me d e r - é m j e c t r c r . v . E t a n t
d o n n é q u e d e u x p a r - a r a è t r - e a ( c , > . . ) d o i v e n t ê t r e r é a j u s t é s à c h a q u e
p a s , d e u x r e l a t i o n s s o n t n é c e s s a i r e s . L a p r e m i è r e s e r a n a t u r e l l e m e n t
f o u r n i e p a r l a c o n d i t i o n d e c o u p l a g e : I l = K ( u ) . S o i t 1
k
l a
s o ï . u t a c n l o c a l e a u p a s k , o n p r e n J r a :
L a d e u x i è me r e l a t i o n s e r a o b t e n u e p a r l e r é s u l t a t : ' l LI ' Or t a . . .1 t d u
t n é o r - è n e 4 . 1 , à s a v o i r : ' V
v
L = O . S u p p o s o n s p a : ' e x e m p I e
q u e : l . e s t d u t y p e ( 3 . 3 ) .
A l o r s :
= l u i sugg~ re d s a j - a s t . e r - x p a r :
On é t u u I e r a a u c t e p c v r e l a c c n v e r - g e n c e d e L ' a . I g c r - . . : r . ! :, ' ;
( 4 . 3 ) - ( 4 . 4 ) o c t e n a d ' a i l ' : ' e u r s , à c e m o me n t l à , p a r « n e a u t r ,
a , " · ' . : : 1 .' : ; ( q , f r a t e · . r a t L r t . e r a c t i o r . - i e W·: S A .q J V : ' C : e t a ' : : ' . j
R c m a r q u o r . a p c - a r f i r . l r u r - e s c r - t e J e c c a ï t t é e r . t r e . : : . ' " C?( ~ · ~ _ ­
U l . t ' . O! 1 p a r - p r - é . f i c t t o n e t c e L . e p n r d é c c u p . La g e : e t : e f f e t 1 a " . 5 i a
p r è l t ù ; ; , . , __3 r e L a t i c n d e c o u p t a g e s e r t à a j u s t e r l e p a r a n c t r e
d t f n t e r - a c t . L o n ) , . e t : ' a s t a t i o n n a r -d t é e n v d e " - s e r t à
a j u s t e r l e r . a r a më n - e ) , . j d a n s l a s e c o n c e , l e p a r a m è t r e ( )
e s t c h o i s i a u n i v e a u l o c a l e n mî r . L t m s a n t " - e n v ( a t a t r o n r . e r i t é )
a l o r s q u e l e p a r a m è t r e ) , . e s t a j u s t é e n s e e e r v a n t d e l a
r e l a t i o n d e c o u p l a g e ( c f . ( } . 1 4 ) ) .
C ! - I A P I r R E : 1
A L J O R ! T : - :! I S J E TAKA~A':1: J.. E T r . : ' ; T F :: : S l m : S
A v e c c e c h a p i t r e c o m m e n c e L t a p p . l i c a t i c n û e s c o r c e p t e p r - é c é - .
r e n t s i l l a c o n m a n d e o p t . L ma I e d e s s y s t è m e s d y n a m t q u e s • Q u e l q u e s
a l g o r - L t f - m e s J e d . a c E 'l t r a l i . s a t i . : r . - c o o : - J i t ' . a t i o n c o n c e r n en t c e
i c r a a m e s c n t a p p a r u e s d a . r : s l a : i t t é r a t u r e , p a r - n t l e s q u e l s n o u s
c r e e r o n s c e u x d e F E A R S O: : [ 3 2 J , T : T L I L 39 J , T~URA [ 3 7 ] ,
3 A 1 i t l . A N [ 3 ] e t T "'KAHA~A [ 3 5 J . ~li s à p a r t c e l u i d e B A II I I. . A . .' l
: i o r . t : ; " i d é e j e c é c o c p c a i t i o r . d e s t r a. ~ " ct o iY'e s n ' e n t r e " a s J a : . S
: a c a t . é g r . r - . . e j ' a t, p : ' ' : ' c a t i c L S q u e 1 . 0 1 . .5 v i e o n s , l e s a u t r e s s c
c I a s a e n t p l u s o u mc i n s ( 2 : , d e u x c a t . é g o r l e s : l a c o o r - L L n a t L c n F a r
p r - é d L c t t o r ; ( [3 5 ~ ) e t c e l l e p a r " d é c c u p L a g e " , c i e s u - a - a t r - e g . a r -
u n e g é n é r - a l r s a t i c r , l i e :" al go~ :i. t r.me j e U S D O N e t a l . [ 2 8 } a u . : a . 3
. i y n a m i q u e ,
::; e ;: <, ~..:Ia ~.t , c e t t e ~" Y' . i ~ Y0 t e c n r . i u . e t . e s e r - a r a s d é v c l o y p é e
c u t r - e m e s . i r e i c ; • : " " 5 r 3 : S , - : . : : t t e c . e r . t e l ; p a r t i e a u f a i t q v e ,
c o m m e n o u s : ; " a ' l 0 ( , 5 V ' J 0 1' 1 c r . a j . i t r -e r r é c é c e n t , i l y a n o t r . e j e
p r - c b L è m e s c o o r - r o c n a b c e s c a r c é c c u j - L a g e q c , e F a r p r - é c î c t i c r .
m a l s s u r t o u t a u fa ~ t ' l u e c e s m é n . c c e e " j u a: ~ $ " s t a d a p t e n t b e a u -
c o u j ; p L u s : i l : ' : ' : : _ i . . . me r . t à u r ; e m i s e e r , o e u v r e e r . L t g r . e , e t c t e s t
'~':. <2' ;C2 ::-. ~ _ <2' : : ê l . 1 ' : : . , _ _ , _ ' Y ' r e s : . ' . .: ' : . : . : : . c t é a r e . i c o c t r - é e e p . r u r ; e
r e r . t . a t . . v e l 'a , : ~ _ ; a t _ J ~ ) ' ' , ; J. e c c o r - c i r . a t i c .r , ~:':'T J.4cvl. !-i::l. ~'" " ' 3 ' :
S U : : ' V 8 ' " ; t . O o r . s i r é r - c r . s l e c L a a e â q -. . .e p r - c b L è me L r n é a . t r - e - eq u a t r - a ' t i q u c r
t ' " F : . < : 1 " G u ; x ( t
o
) ' " a
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( 1 . 1 )
1 f T ( . . )
= a n ~ • x : ) : . . . u R u j t
· 0
o ù x ( t ) E R r . e t u ( t ) € P o: ' . E , v ,
a d é q u a t e s e t p o u v a n t d é p e n d r e d u t e r .
m a t h é ma t i q u e r e p r é s e n t e l a t r a n s F C :
œ e t r r c e •
S u p p o s o n s q u ' u n e c e r t a i n e t é c c -
e t d e c o e m a r s t e e n ~ s o u a - v e c t e u r - z
{roi e t ! : l ' i ' i ~ t , • • • • ~; : e o c t :
m a t r i c e f a m é e d e s ; i b l o c s v
1 1
r - e e p c n d e n t a l a d é c o m p c s i t L o n p r é c ,
z é r o s a t ï ï e i c - e , N o u s n o t e r o n s ' }
d e s b l o c s Gi j(r. ixm ~) . :: ' 1 j . ! : (
! ' " e s p e c t i v e l t e r . t , a a t r - r c e "b :"oc~ ia ~
d c a g o n a l e " .
S u P I Q B e : \ S p o u r si :D ~:'ifl e r f . - : '
l e s e a r r - r c e e ~ e t R s o f e r . t b 2 .o _ -
l e c r - â t . e r - e s c a t " e é p e r - a c . i e " . E r . ~
n i d e s é q u e t i c n e ( 1 . 1 ) , o n c c t c e .
E r ; p o ë a n t :
v = F ' x . . . ~u
o n a d é f i n i L t f n t e r - a c t i o n v t t } E J
v ' " n ( u , x ) ( c f . ( L l . 8 » . L e p r . ; .: ; ,
e t é c r - f r i c i :
J. :::: ?x1'~U1'V X ( l o )
( 1 . 2 )
. . . , R é t a r . t , d e d i m n .e f . s i o r . 5
z , L ' a c c e n t s u r u n s y m b o l e
c c n d u v e c t e u r o u d e l a
a t t r c n d e s v e c t e u r - s c t é t . e r
1 i c e n s t o n ( n i x ! ! l i ) c o r -
: e s u r L a d i a r , o r . a l e t : t r e
- a t r i c e G - : } r e r - n é e
' " f e l l e r Qr , s G e t ' J
• c e " e t e a t r - r c e " n e : ' 5 -
. . . z l e c r - c b l ê e e r r - é c é c e r . t ,
~or. a:es d e t e l : e s e r - r e : j , U E :
a r . t : a p a r t i t > J e - ï i m e n e t c n
' l J U
J
) Xi ( t e ) ' " a l ( 1 . 3 )
( 1 . 5 )
e t 1 3 r c n c v t c n j e C O I . i ! - ' : ' a g ê
" L é c c u p . L é " p ( c f . ( I . 1 . 5 »
L e p r o b l è m e e s t a l o r s , o a r . s : e c a s J f l . a m 1 ' l U o : I , u n p r - u b l ë e e
L u t y p e ' v s é p a r - a b l e " ( c f . ( : . 3 . 1 : - ( I . 3 . 2 ) ) . Or " r o r me d o n c l e
: a g r a · " " ! 5 i e r . (c f . ( 1 . 3 . 3 . ) - {~ . 3 . 4 ) :
f
T
l ' l ' 1 _
. . . [~ x Q x : + ~ u R u + " ( ~ + Gu - v » ) d t
' 0
( 1 . 7 )
o ù , , ( t ) E R n . O n p e u t , a l o r s c h e r c h e r à a p p l i q u e r u n a l g o r i t h m e
d ' U Z A "N A , e n m i n i m i s a n t , p o u r { " ( t ) , t e ( t o , T ] } d o n n é , e n u
e t v l e l a g r a n g i e n ( 1 . 7 ) e t e n ma x i m i s a n t e n ~ a u d e u x î è me
r . z . v e a u , C e p e n d a n t v n r e p p a r a â t q . i e L f n é a j r e m e n t d a n s ( 1 . 7 ) e t
( 1 . 6 ) . O n e s t d o n c c o n f r o r . t é à u n p r o b l è me a v e c a r c s â r . g u l i e r ,
d o n t l a jif ~"iculté t e c h r . r q u e e s t b i e n c c n n u e ,
Ma i s c e t t e d i f f i - : ' l 1 t é n t e s t e n f a i t p a s s e u l e m e n t t e c n - u j u o .
C ' e s t l e p r - c b l è me d e : a c c c r - r c r . n e b i ï i t é p a r d é c o u p i a g e q ' A ' ; ' e s t
p o s é . OT. a v u ( t h é o r è m e : - 3 - 2 ) q u e : a c o o r d o n n a b i L t t é é t a i t
é q . u v a t e n t e à L t e x f s t e n c e j ' u r . p c a n t c e e L l e , I l e s t f a c i l e j e
v o i r q u ' u n e c c n c j t i c n n é c e s s a i r e d ' e x i s t e n c e e s t l a c c n v e x i t é
v q ' ;ü r - e q u i e r t :
P o u r - c a l c u i e r c e t t e 1 u a r . t i t é n o u s t n t . r c c i u s o r . a l ' c p é r - a t e c r -
' : ' i r . é a i r e 1 - r a r : a ' : " e s p a c e a e s f o n c t i o r . s d u t e mp s à v a â e u r - s d e - . »
p , r . , d e c a r - r - é 1=-" t ~5r' 3b':' e a t . r : : 0 ' : ' ] : ..J 2 ~ Ctc ,r ) , f t ' · ] , 1 4 [ 1 . " '. 1
C OI : ". 1 : " . < : ' su:.~ : ' : ù : ' t - t ( t , s ) : 8 :r.3.tr . ~\O r e u r a n s i t i o r . d u s y s t è m e
:.:.~a1re ( . t •
: Œ l " : 1 - ; n : : ; : o ; ; 1 . 1 : O r . a D~t'1 1 e o Dé ! ' a t € ' . l : ' < : > a s s o c i é à F l ' o p é r a -
t e " . l r l i n é a i r e p i â . a { . ) e L 2 ~( ,: o , 1' ), f ( J a s s o c i e b ( . ) ~
= ,
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b ( t ) : : : r ~ ( t , s ) a ( s ) d s ; . t E [ t a , T ) .
' 0
S o i t ~ a s s o c i é à F ; i l e s t f a c i l e d e mo n t r e r q u e
l a d é r i v é e s e c o n d e e n v d e ( 1 . 7 ) o ù x e s t c o n s i d é r é
r o n c t c o n d e ( u , v ) p a r ( 1 . 6 ) e s t é g a l e à :
2 3 . L " . "
> 2 = r o p Q 4 '
O V
( 1 , 9 )
( l . l e )
o ù 1' - e s t l ' a d j o i n t d e ; p a r r a p p o r t a u p r o d u i t s c a l a i r e d a n s
L
2 •
O r . v o î t d o n c q u e l a p o a i t a v a t . é d e c e t t e q u a r . t i t . é e s t L f é e
à c e l l e d e Q , q u i n ' e s t a b s c c u e e n t p a s r . é c e s a a i r - e p o u r q u e : . € ;
p r o b L e me L f n é a t r - e - c q u a d r - a t d q u e a a t u n e s o l u t i o n • . ) e p l u s l a
[ . o s 1 t I v - i t é s t r i c t e e s t r a r e m e n t a c q - u e e e t e s t p o u r t a n t n é c e c - .
s a i r e p o u r q u e l a ma n t e u s a t L o r ; e n v r e s t e fil. i ~.
C n p e u t e s s a y e r d ' a d a p t e r c e t t e mé t h o d e 1 21 ' . i n t r - o u . r a s a ' : ' t
v s o u s f e r me q u a d r a t i q u e e x j c i c i t e J a n e l e c r i t è r e , p a r u n e
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r . é t r . oa e d e c o c i - a t i . a t t o n 3 C : . t . r a a i I r - s à ~ t,~j :'l' r o t r - c c t c s , . t i l
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B i e n s û r , 0 1 . c c t t e t o r - e a t c r s d e s t . r - a j e c t c i r - e - a p o u r - x e t
c L r r é r e n t . e s . r e s j - r é c é ô c r t e s , C e s l l ùU I1..: :" _ e ~ t . r - a j e c t o L r -e e . I - ' . . .- u v e , t .
a 1 0 : " 5 ê t . r - e -a t i , . . . I s é e s c o m m e p r é d i c t i o n s d a n s l e s é q c . a t f c i . e ( 2 . 1 5 )
e t ( 2 . , 5 ) .
c e t t v n c u v e Lâ e v e r s i o n é v i t . e : ; ' l i r . " té g r a t i o r : d e L ' é q u a t . i c r ;
( 3 . 1 ) o a r ; a c r . e q u e s o u s - p r " b H ; l 1 . e , à c t . a r a e n a e , c e l l e - c i ~ t ""' . -::
r e m p l a c é j . a r I f ' c é r - o u â e me n t d u jT :J Ct~S3U l: g L o b a L ( 1 . 1 ) . D e ; - l
u s
,
o n o o t i e r . t a L c . r s u n e s o r t e d e f e c u b . . .c r . a u n e v e a u c o c r - a m r . a t e z
p u i s q u e c r e s t '~ a r é r . o r . s e \ 1 1 . . < S Y l ' t t : : l _- r t c : ' T ' ; : e c t u t ':" ':' ; .;~ ",
e n : ' i / Ç . t : , t e a t . é e r ' J . u . é : · : ' : p u e n c c . t , r . v a l , a , ; ; d o r . r . é s a t i s r a c t c c r : J~ <""
q u e l e cc~:[lu.;e p r -e n r i u n e c e r t . u i r ; e a t c p o r t a r . c u ( c f . [ l é ] ) .
E r ; j . a r t t c c H o r , u n e c e r t e a .r . e a n a t a b a L r t é d e s t r -a j e c t c i r -e a a a r . c
l e t e m r s a p t a r a ! t •
j ç o u s r . e c i s s e r - t e r - o r ; o r a s p l . . . . s I o . g t e m p s s u r l e s r a f s o r ; a
d e c e t é c l . e c , c c r . s t e t a r r t a i mp L e m e n t , q u e l e p r o b L c m e e s s e r . t a e . ;
d e l a c o o r - d u . a t t o n e - . l i g u . v t e r . t d · J : ' a i t q u e l a c o r c a a n o e à
c h a q u e p a s e s t c a l l ' u . : . i e s u r a e s n o r t l e s l o c a u x o é c o u p ' l é s a l o r s
q u ' e l l e a o t t ê t r e m l s e e n c e c . v r - e s u r _ e s y s t è me r é e l c o u p l é .
L a n é c e a a i t é d t u n c a p j . r c c t , e r : - " ' : : t r . é o r - i q i . . e a r r a r - a ï t a c r ; c , c e
q u i e e t r a i t f : l . t CL S ! ; j t r e o u r v a u t . .
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c e s z t é c s c a n s u r ; c o r t e x t e g é n é r - a . ; , c e q u - i c c n d u i t à u n a l g o -
r i t l l r l e d e c o o r e r - r a t i o r - o o r . t _ 8 c c - i v e r - g e n c e f o r t e e s t d é m o n t r é e
c a - e : " e c a s q u a d r - a t c q u e ,
O r e r . e c c a . t c s e e n u . u t e l e s r - é e t . . L t a t s o b t e n u s , d a n e u r : p r - c t n . L er -
t e m p s , p o u r : : " e p r O b : è m e d e c o m ma n d e o p t i ma l e l i n é a i r e - ' l \ . o a d r a t : T . . ; . e
: e p i u s s i l l : ; > : e . A u c h a p r t . r - e s u i v a n t , o n e n v i s a g e r a d e s p r o b l è m e s
_ i . ' 1 é a i . : ' 2 3 - ' j "J . a d r f l t i q l l e s r : Cu s c o m r c e t . e , p u i s ' l o n L t r . é a t r - e s , O n
v e r r a a u s s i l a v e r s i o n d e l ' algo r:. t~e a a - e _ e c a s l i - éa~re ­
q u a d r - a t â q u e ( p o u r s 1 m p l : : " f i e r ) à t . e m j ; s â c a c r - e t • Z r f a i t , l a
p o r t é e d e l a t h é o r i e p r é c é d e n t . e s e m b l e e r - c o r e p l u s g é n é r - a j , e e t
e s t r - a t s o n n a b l e d e p e n s e r - q u t e L j . e p o u r r - a i t d é b c u c r . e r s u r d e s
a I g o r - L t . h m e e d e c o o r d i n a t i o n . i e p r o b l è m e s à p a r - a m è t r - e e r - é o a r - t . ; s
( d é r i v é e s p a r t i e L l e e } .
P o u r t e r r c m e r - c t ! c h a p f t r - e , o r ; f e r a : e : L i e r . d e L t a L g o r - L ' t h n ; e
o b t e r; u c a n s l e c a s L f n é a ü r -e - eq u u d r - a t L q u e a v e c L t a L g o r t t n n e I e
T A K A . ' ! A R A d u c c a p i t . r e p r - é c é o e c t , O n p e u r - r a a L c r - a r u . e u x c e r n e r
: : 'a n c t . t c r . : : l e c c o r - r t n e u r c n e r . l : ' g n e . L t e s s e r . t L e L â e s r - é s u l t a t . a
d e c e c h a p â t z -e e t d e s § I V . 4 . i e t I V . 4 . 4 c a - oe s s o u , s o r . t d é j à
c a r u a a n s L s a r t i c i e : 1 5 J .
1 . O o o r d I r . s t i o r ; o a r r : , 4 d i c t 1 c T_ e t o ! ' é r ' l t e t < r d t L n t e r - a c t L o n .
C o m :n e r . ç o n s p a r d é f i n i r q u e L q u e s n o t a t f o r ; s e t p a r f a i r e
q u e L q u e s h y p o t h è s e s . c o r . e c t é r - e r . t l e f o r - œ a L i s me d u § I . l , n o u s
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s u p r . . . . . s c r . s q u e _ e t ; e e p a c e e u . v • • • s o n t d e s e s p a c e s d e H i l b e r t
e t . O'J~ n c t e r - r - r ;e J X ' J I ' t o u s c e s ~'5:'''I.C eS l e p r - o d u r t s c a l a i r e
j . u r - < . . . . > . R a p p e L o r . a q U E p o . r r u n e r o n c t r c n n e i z e f : : : t. . . . ~ .
s . a c é r i v é e d e P r - é c n e t é v a l u é e e n x
O
• d r / d . x ( x o ) e e t W 1
lf_ '; rr,e~ t d u d u a l : : t" d o n t . l ' é q u i v . : . .l e n t a a . n s l e pri~al p a r l e
t t i é c r - è c e d e r - ep r é s e r . t a e t c n d e R i e s z ( i s o l l l or p r i s m e d e % e t
: : t" ) s e r a n o t é ' V. r .! ( x o ) e t e p j e L é " g r a . 1 1 e r . t " . D e , . .: t < 5 : : " o p " -
r - e t c . c - a.i ~ o ::r. \. d ' W '. o o é r a t e a r _ l è . 2 a ' i r e - e n v r . .• - . i . e . . . x e e p a c e s e c ' ;
~o t':' o a r - u n e
. J a · , , , " c e p a r a g : : - a , . ! . e . . : O L . : I l . . '~ . ' ;$ • e s t <. v e r . t , n o u s r . e : : e ! " O I . B
p . j l o . . l r - é I ' é r - e. . . c e a u x v a r - L a b I e s d r v r a t q u e , S O : . t . e e t r t e r - e é c i e i r -
~!·.uL:es F u r c e q u i s u i t . C't' ~ 7 p o u r q u o i - i o u s d é f i r . ' ; ' s s o f _s
: ; ( I o J ( 1 . 1 . 3 ) e t :
l " , I , V . : ' ( U , V ) = ç ( : . l , p ( U , V )
n c o e v . r . p c e o r , s ~ , . : . . t K r·"' éc: r" ~t-.j ': f f é r c r.ti ab l ,' j . a r !' c~
à t o u a l e u r - s a r - g u m e r . t . s • : : 0 1 . < & 5 . 1, 1 . ) ; : " ' S 0 ; 1 5 e l . f i r : . s c - u . é e e d e s : 4 , ; ' . : '
e v t i o n s j p u e t y . O n r . e d i s t : r : g . . . . e p a s d e - . e l e s n o - t a t I c r s
_ I é ] ' ; m e r . t ' J j , E u
i
d e l ' élém,~!t ( 0 , . . . , O . ' L o i ' 0 , • • . , 0 ; < : ' .
e r t n d e n e p a s C . l I l l I : i q u f ' r l ' ' ; c r l t u - e •
5 0 ' : t l , . ; " u . ne e c t u t r o r . o u p r o b . l ê c e g l o b a l : e a n t m e e r ~
E~ l e v é r - t r r e l a c o r n i t \ 0 " 1 n é c e e a a i r - e
Y U : ; ( u , t : ( l < ) ) . . ; : ( u ) .
O n v a c h e r - c l . e r à iJ.ter~l'';t ''' r . .:..'~ . . ~ q:..l&t l Ur. S c o mme : H : : . .
c v j 1 t ~, 1 S n é c c e e a i r e e l ' 0 l - f . i ma : : ' i t é s e l o n N ' c r i t è r e s l o c a u x
à ) " f i J . i r . P O " J . r c c L a , c r : r o s e :
r i ( l l V ) ~ [~i (uO) r"'VvJ( U O ,vO ) ( 1 ' :
o i , ". 1 ° '$ ~ u n e c o m m a nd e n o m i n a I e ( p r é d i c t i o n ) .
r . e r r ; a i s é d t ' c o n s t a t . c r - a L o r - s q u e l e s é q u a t i . o r . s ( 1 . 4 )
j c u v e c . b " t r c r é c c r i t c e
~: « ) ~ 0 ,
d u .
1 : 1 ,
( i
- l . u i s ' i L t e r p r è t e corr.lll~ l e s c o r e a t a .e n s n é c e a a a i r - e s d e m i n i m. . . _ " ; : , -
t t o r : d e s N c r i t è r e s "\ . L ' é t u d e d e c e t t e e é t h c d e d e c o o r d L r . e -
t c . e n e s t r - é s u m é e p e r ' . . . ~ : Cd d ' : ' , ( > e t l e t . h é c r - i m e c i - a I O S S O U S . j ) O I : " ' 1 C L : l
a ' . . j . r - é a . l a b . L e q l . . . . , } ' - l . . l < ; ! $ , L é l , 0 ' . t S a e v o c a b u L a i r -e , i . . a f a ç o n d o r . t
. e j . r c s c e r - t e r n , e a a n a l e c v c o r ; d m e mb r- e j e ( 1 . 5 ) e s t o b t e n u à
j . a r - t i r v a e J ( \ . i, v ) e s t i i u e p a r " r e s t r r c t . . .c -r ; a u t c t . r d o ! u o "
E l l e c c n s i a t e à f i g e r v e t l a p a r t ; e r . c n L o c a l . e J l : . . l
{u ~ . j ; i i } à u n e v a l e u r n o m i n a l e . L e v e c t e u r f i ( U o ) € u i e s t
L t é q u j v a ' l e n t d a n s l e p r i m a I d u p r e u u . e r - o p é r a t e u r d ' i r . t e r a c t i o r :
j e ~SSA.~O ·II :: e t a l . L3 0 , n . 1 9 2 - 1 ' 14 ] . c e u x - c c o n t ég :".l e r.~er.t
. i é f L r . I u r . j e JX i~r., "> o r - j r - a t e u r - r n t e r v e r . a r . t . sa r . s l a c c c r c c . c e u t o r ;
j - a r d é c c u p ' l a g e ( c f . : o l t , . . ; . ; : : ' [ 7 , C i -, l ' l I 5 J ; : x o u s n r e r ; p a r - I e r -c n a } B. ~'
i c i p"J.~ sqlle r . c u s n o u s l : : ': d t o r . s à l a c r - é c L c t t c r , e t d ' a i l l e u r s
_ ' ' ' J . t . : : . l : s a ' t . : c : . c t u r ; e c o c r - i L t . e t t c r , ; ' - - . , : " i é c o u j . L a g e e t o c ér - a t e u r - s
i ' i :'".t ~rae t1 or. n ' a p a s l e s a v a r . t . a g e s i e : & . : _. : -é o . i c t : ( ; , . t c u t e n
é t e n t r c r t . cme n t t . e r n t é e ( n é c e s a i e é . i e c c c c e c r - u r . e r . o : r , : : ' r ;a : ; ' e ) .
L EMME 1 . 1 :~ .:;~ ~ t ar. t d é f i n : " D a r l e s r e l a t i o n s ( 1 . "
~ ( 1 . 7 ) , ~ :
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Dé m o n s t r a t i o n é v i d e n t e à p a r t i r d e ( 1 . } ) .
1 ' H E O " r t F : M E 1 . 1 S u n p o s o : " s l a f o n e t i o r n e l l e p~ l i f . . . . !
l a f o n e t i o r . d e c o u D l a g e K i n j c e t i v e l l ) .
a ) L e p r i n c i p e d e c o o r o i r . a t i o n p a r ' O r é ; ) i c t i o n E s t 6 ' O E _ i c a o l o O
p r o b l è me d é c e n t r a l i s é d é f i n i p a r l a f a m i E e c i e c r i t è r e s ' ; i '
b ) S i l e p r o b l è me g l o b a l a u n e s o l u t i o r . l i - t ; , e t s i l € ' s . : 'i ~
C O: ' lv e x o " s e n l i : , ~e o r o b l è m e d é c e n t r a I : s é e s t . c o o n i o n n a b l e 1 ! ; L"
c e t . r a - i c t o e .
JEMO: : STR AJ' :~N
a ) S u p p o s o n s q u e p o u r u n e p r - é c L c t I o n : , : x = V
C
= K ( u O ) } , ~a
s o : : " u t i o n 0 . d e s p r o b l è me s L c c a u x , s u p p o s é e e x i s t e ! ' , s o i t t e i . «
q u e ( l ; ; Y . ( C ) . A: "o r s , p a r i " l : e c t i v . : . . t é d e K , ' U
0
; ; Û . D ' a ~r;:'s
l e s c c m r t I o n s d e s t . a t i c n n a r c t é :
, i . . l , • • • , N
e u u t a c r e s ( 1 . 9 ) , o n e n d é d i d t :
( 1 .
q u i e x p r i m e , a v e c L r h y p c t . n c s c c c c o r . v c x L t . é , q u e C e s t s o l u -
t i o n d u p r o b l è m e g l o b a l C ' e s t . ' a Y I : l i c a b ; ' l i t é •
( 1 ) C e t t e t . y p o U : è s e a ' i n j e c t i v i t é e s t n é c e s s a i r e s i o n v e u t
t e r f i d è l e à l a d é î i r d t i o n d e l ' a p p l i c a b i l i t é t e l l e q u ' e l ) ? e s t
e x p r i m é e a u § : . 2 . S i : ' o n m o d i f i e c e t t e d é f i m t i o n e n c o r . a i t é r u
c t r e c t e m. . n t u
O
c o mm e l a p r é e L e t t o n :
U
O
' " Û " . Û " " c "
C e t t e h y p o t h è e e r . t e s t p L u s u t t L e c o m m e o n p e u t l e v o i r d a n s l a
d é mo n a t a - a t i o r ,
- J e -
b } s c c t u * u n e s o l u t i o n d u p r o b l è me g l o b a l . E . . .l e v é z -L r r e
( 1 . 2 ) e t ( 1 . 4 ) . C e t t e d e r - n t è r - e é q u a t r o r ; e t l ' h y p o t l . è s e o c
c o n v e x i t é d e s J . i œ p l i q u e n t q t e u ~ e s t s o l u t i o r . d u p r o b l è m e
, . '
l o c a l i ' a v e c p o u r pré~ict~on u < 1 ' P a r c o n s é q u e n t i l e x i s t e
b i e n u n e p r é d i c t i o n { u , v = K ( u ) } c o n d u i s a n t à l ' o p t i m u m
g l o b a l p a r o p t i mi s a t i o n l o c a l e . C ' e s t l a c o o r d o n n a b 1 l i t é •
C e s d e u x p o i n t s é t a n t a c q u i s , o n a b o r d e » a t n t e n e n t l e
p r o b . L è m e d e l ' a l g o r i t t .n : . e c o o r d o n n a t e u r .
2 . A l g o r i t t me d e r é i n J e c t i o n . C o r : v e r g e r . c e d a n s l e c a s c u e d r e t i o ~
: . ; o u : ; n o u s L f r . L t . e r - o r r a i c i à l ' é t u d e d u c a s q u a d r a t i q u e dé: ~ .
p a r l e s : : : r p o t : J è s e s s u i v a n t e s :
H l ) ~ e s t u n e f ' o n c t I o n n e l l e q u a d r a t i q u e e r . u
; ( u ) "' ~ < u - ' J .* , A ( l i - U * ) : : O
H2 ) J e s t u n e ï ' o n c t . i o n r . e L j e q - aa d r - a t d q u e e n
:-; ~) K e s t u n e L.r.~ t ::"N ~ a r r : i . e c e
K ( u } ' " ~.u + 1 \( 0 )
u e t v .
1 _ .
C e s h y p o t h è s e s s o n t c o r a p a t i b L e s a v e c l a r e l a t i o n ( 1 . 3 ) . L i
r a i s o n j e c e t t e l i m i t a t i o r . e s t d t r -r -d r - e t e c n n a q v e : t o u t e r c r . c t i o . .
q u a d r a t f p " e s t r e p r é s e n t a b l e~ p a r s o n d é v e L o p p e œe r . t ;
d e T a y l o r a u s e c o n d O I"j !",~ . u n e c c n a é q u e n c e q u e l e d o œ a t r . e d e
c o n v e r - g e n c e s e r a f n d é p e n d a n t ; d l < p o i r . t J . t = a é p a r - t l e l ' a : : 'g v ! " '. i - "; . ; ; '_ _ •
D a r ; a l e c a s n c r ; q u a d r - a t i q u e , : . 1 r e i c r - ai t r -e p r - e i c z -e h a d é a o n u -
t r - e t i c r ; e e n =a ~ cr an t " e s t e r - e e s ô t c r - r r » Au ! , 4 r l " t <r à : " c r i r e 2 .
A l o r s , c n r . e p c u r - r - e i t , a a c u r e r l a c c r v e r j c r . c e 1 " < : : ' l .' 1 8 " . . ; , r . c e r r a i r .
v o i s i n a g e d e l ' o p t . L mu m , v o c e a n e g e q u i a e r - a ; t l r : . ; " : I & . b l t l l l " . e i : t
d i f f i c i l e à d é f i n i r J e r a c c n . . . . r u e t c c e .
O n v a d r a b c r - â d ë m o n t . r e r , mo y e r u . a n t u n e c e r - t a a r ; e c o n d i t i o n
d e c c n v e r g e r . c e q u e p a r t a r . t d " i . n c c r - éc cc t . t o n u O e t a p p l â q u a n t
u n e f o i s l e p r i n c i p e d e c o o r - di n a t L o n , l a s o l u t i o n l o c a l e o b t e r . i . . . .
û e s t a m é l i o r a n t e c t e a t . c - à - d L r - e q u e J ( O ) s , ; ( u o ) . I l e s t a l o r s
na t u r o L d e r e p r e n d r e c e t t e n o u v e l l e c o c e e n ô e c o c u e
- 3 9 -





e t c . . . O n a p p e L l . e c e t t e p r o c é d u r e , a . l g o r i t n œ e d e r - é L n j e c t n c n ,
O n o b t i e n t d c n c u n e s u i t e { u
k
} qui ~ e s t t e à L e q u e { ; Cu k ) j
e s t d é c r o i s s a n t e e t mi n o r é e p a r ; r ( u ) . O n d é r a c u t z -c a l o r s q u e
l a s u i t e { u
k
} c o n v e r g e f o r t e m e n t v e r s u ~ e t q U E ' : a : i m i t e
e s t b i e n ; r C u ) . O n mo r . t r e r a e n s u i t e c c m c e r . t . c o . r t r i c r - l e s c r - j t . e r - « ,
J i a f i n d e t . o u j o u r s s a t i s f a i r e l a c o n d a t i c r ; d e c o n v e r g e r . c e ,
l ' a l g o r : i t h me c a - d e s s u s p e r me t a I o r - e d e c o o r d o r n e r ( d u n o â r . e
t h é o r i q u e m e n t ) n ' i m p o r t e q u e l p r o b l è me d é c e r . t r -a l L a é d u t y p e
c o n a i a é r - é .
L E !I , ! ; 3 2 . 1 : S o i t B i l ' o n é r a t € ' u r ô 2.;/ô u~ ! ! . . . . . . § . 2 . i . 1 B i ' o n É - r a -
' t e u r - b l c c - è " i a g o ! ' l ' ' I . 1 f o r mé a v e c l e s B i ' E ! l S U p t o s a n t : a c o e Y 'c i f
d o n c i r . v e r s i o l e , ~ :
( ' < : . ; ' ,
' DE M 0 1 ' S T RA TI Q I :
E c r i v o n s ( 1 . 1 0 ) e t u é v e L o p p o r . a a u t o u r d e u~
( 2 . 4 )
Ma i s d ' a p r è s ( 1 . 9 ) , l e p r - e c . L e r t e r m e e s t é g a l à ' I 7
U1
. ? ( U O )
e t L t o n o b t i e n t g L o b a I e me r . t ( 2 . 3 ) .
N o t OU 3 q u e L t h y o o t h è e e 3
i
c o e r c i f g a r - a r t L t q . . . .e L e p r - o b L c r - e
l o c a l i a u r ; e s o L u t i o n ( U l . ' ; ' q Ul ) . O r : s u p p o s e c . e m ê m e
A " , d
2
, / d u
2
( c f . ( 2 . 1 ) ) e o e r c i f , p e u r q u e L e p r - o b . L è z a e 6 1 0 b a 1
a i t u r e s o . I u t I o n ,
T .!-fEOiiE M.l~ 2 . 1 :
a ) S o u s l ' h y p o t h è s e g u e l ' o o é r a t e u r f l u t o a : l i o i n t B - A / 2 ~
e o e : ! " c i . f , c e g u e 1 ) 0 1 . 1 5 n o t e r o n s
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l ' a l g o r i t h m ( ' d e r é i r : · ( ' c t i o r . p r Gv o g u e i l l l e d é c r o i s 5 r o , c e s t r - i c t e u e n t
m on o t o n e d u c r i t è r e e : l . o b &' . . ; , e t l a d i f f é r e r . c e e r . t r e d e u x
val~..!:JL!11Lc c ('ss i\'ef' , . ! . l l :
b ) L a s u i t e { u k J c o r : v e r g e f o r t e m e n t v e r s u . l e r y t r . m e d e
c o r . v e r g e n c e G t a ' 1 t d O f ' . ! ' A p a ! ' ( 2 . 3 ) .
DEIW: : S'I' ~ A 1' lO:'; :
e ) L a d é c r - o a a s e n c e mo n o t o r : e j e ' J e s t . r n e c o n e é q u c r - c e i l ' . ' 1 1 b y p o -
t n ë s e ( 2 . 5 ) e t r i e l a r c r a u ï . e ( 2 . 6 ) - ( 2 . " ; ) q u t L L s u f f i t
j o n c d t é t . a a j i r , 1 a r ' o r - n u I e ( 2 . 3 ) : . . ; ' t : c r i t e r - c e r - e e n r -e m p L a ç a r - t
U O e t C . p a r u j . l ; e t 1 . . . . . . . . . .
1
• e t e n t c r . e . r t c o a p t . e d e ( 2 . 1 ) .




_ ; ( u
k
)
c c c o . . c c . r c r e c e q u ; c o c .I u c t a u r é s u l t a t .
b ) 1 a e . r i t c ~ { J'( .. l . \ ) ; , r e t a c - e o é c r - o r s a a c t e e t ; o r r . é e a n r é r c e u r e - .
me n t p a r ' ? ( ' . l ) . E L . , a œ . t > :~u;i te J l - i m " ; ( u ) e t p a r
c o n s é q u e n t ; ( u
k
) _ ; ( ' . 1' : - + 1 ) _ a l Or s q A; i f . . . . - e e , C t i l i s a n t
L t é q u a t î o . . ( 2 . 6 ) c t : 'f-Yr'o t ri ~ se J e c c e r c . : . v : t é ( 2 . 5 ) ,
: : ' 1 e n r - é e u l t e q u e l ' B - 1 A ( t / - U * ) I l - C e t j o n c I l t . ;" - u · 1 I - a
ü n v e r s a b t t i t é d e B e t A ) . L a s u i t e [ u : ; q c o n v e r g e f o r t e me n t
v e r s u " . P a r c c n t t n u i t . é , 3 l i m = $ l ( u " , ' . )
R " : M A , . G . Q U E 2 . 1 : Or . v a m o - v r - cr - q u e l ' < . o . : l ) : < r l t i - n e c I - o e s . su s e s t
t : : q . l : ' v a l e ' 1 t à c e : " 1 . . . ' : q . . .I a v a c t é - : J d é f i r : i p a : ' c e e f o r m u l e s ( 1 . 4 . 3 )
e t ( : i . . 4 . 4 ) C Gn L l I. ' " c o r . s é q u e n c e a u t h é o r - c n e 1 . 4 . 1 a p p l i q u é a u
c a s s é p e . r - a b L e ( 1 . 3 . 1 ) i l ( 1 . 3 . 4 ) . P O W ' c e l a , r e m a r q u o n s t o u t
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d ' a b o r d q u e s i l ' o n a p p l i q u e u n e p r - o c é d u r - e d e " r e s t r i c t i o n " a u
c r i t è r e a d d i t i f :
o n t r o u v e b i e n , à c e s c o - i s t a r . t . e e p r è s , c o u m e i l S E - d o t t l e
t e r m e J i ( -~ i , ( l i ) ( a v e c a i " " K i ( u a ) ) p o u r I f : e o i . a - e y e t . ë c e
S ' : _ ' 0 1 . f a i t c e a N c r i t è r e s l o c a u x ( 1 . 5 ) , o r .
r e • t é c r c r e e . c o r - s ( a ' J . p a a k + 1 )









' " K ( u
K )
( 2 • .
: 1 l . L ~· c _Jt.~· i-~~S q u ' à r - e m a r - q u e r - q u e l e t e r - me
p e u t - ê t r e r - e m j L a c é ( m ô m e d a - . a l e c a a o ù K n t c a t p a s a f f i n e )
p a r ' K ( u ) ( L o r - s q u e K e s t e é r e r e b ; e , b d e n s û r p o u r - q u e ' ; ' 0 .
c é c o m j x. s i t . t o n s o i t p o a s . i b j e , c f . ( 1 . 3 . 2 ) - ( 1 . 3 . 4 ) ) e , n . e e n . . .~ -. ­
g e n e r . t p o u r l e s t r . é o r c m e s c t ' a p p L f c a b L ' l l t é e t d e c c o r d o n r . a c t L i t é
A l o r s , à - L W 3 c o - . s t u r . t e s ! . : : - \ ; S ( t l : r r r . c - < \ " , a
K
+ \ ) , ( 2 . < ; , ) a i n s i
n o c t r r c s ' i d c J . t . ' : f i e a ( ; . 5 . 3 ) e t : : " " " l g l r i t 1 .[ [ ; c ( 2 . 1 0 ) - ( ] . 1 1 )
e s t é q u i v a f e n t , à ( : . 4 . 3 ) - ( 1 . 4 . 4 ) .
C e l A ' I : J a r . t ~ ' ava . ;; "' tie a c p o r t . - . t , I L L a c én a r - c r : c c r - d e s e u s
c s t d e r . e 1 - ' a 3 n é c c e a - t e r J' tYP() tJ. ~: <;l "" < J e s é i a r - a b i i i t é n i s u r -
L e c r i t è r e n i s u r ~ a I o r . c t i o r ; d r - c O '<J. ~l a .:: , ' K . L a j - o r t é e d e
l ' a J .g o r l t h m e e s t d o n c t r è s g é i . é r - e I e .
R . EM A R Q iE 2 . 2 : L a f e r m a l t ; ' ( 2 . 3 ) ~"I 'lJ);;"t l e v o i r C I " € ' l e pri l .c i~
d e : : " a 1 c o c i t h r r. e C . l . - . j ( " · ! ; 1 I S e s t c e ! ' . . . ( 1 ' U l " q . . .a s i c -a L g o r - L t r r t e d e
" e w t c n à é c e r . t . r a I i s é o , i : r . e r t c t , : ' a l g o r i t : . m e c e . . e w t . o n e v é c r c r e v t
( 2 . 1 < : ' 1
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e t . c c r . v e r - g e r - a f t d t a j L l . c - r r o P L u r r . e . , d a ! ". , : ; l e c a o q u a d r a t i q u e .
; ' : 3 ,1 , ; L ' o p é r - a t i o r , n C: - J ~.l.néa. rc - i r r r v o r - e f o n d e A ~ d
2
, , / d u
2
r . t e s t p a s p o s s i b l e d e r e c c n . r é c e n t . r - e L i e é c , A u s s i , l u i s u b a t t t u c - .
t - o n l ' i n v e r s i o n d e B , q u i e s t b l o c - d i u g o n a l ( B e s t l a p a r t i e
b l o c - d i a g o n a l e d e ~2 J/~u 2 ) . L a c o n d i t i o n ( 2 . 5 ) m o n t r e d a n s
q u e . r c a s c e t t e s u b t i t u t i c n e s t i o t a t b ï . c • L e L e m me c u t v e n t l è v e
c e t t e r - e s t r - L c t L c n ,
L S M 1 - 1 r : 2 . 2 : S i l ' o n a J o u . t p l e t ~ nll€'.~'ltiaue
( 2 . 1 3 )
à . : 8 j é f ini t1. "~L ( l . S ) i e s c r i t 0 ! ' t o " ' 3 l o c 9 . u x , l e l e m . . . e t l E ' t j . é c r - è -
~ 1 . 1 r e B t e n t v r - a t s • : . e j e~IT.,· e t l e t b é o r è me 2 . 1 s 'anFh 9'-" ~_
e r . s u b : : t i t u a r : t à 3 l ' o p '~ ra te-:;r 3+~'! ~ I l ! e s t l ' c r S r 8 . t e u r
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L t a p p . Lf c n t i o r ; :
p e r - u e t r i o n e : : l e r é s u r re r e n < . l r . e e u ; o j - é r - a t e u r l e c o u p . La g e p r - o v e - .
n a n t à l a f o i s : : le l a d y n a z n q u e e t d u c r i t è r e , p a r c o a . p a r a i s o r .
d e A e t B . : L a c o n c t t i o r , ( 2 . 5 ) d é f i r - . i t l e c o u j -L a g e c a x i mu m
a d t m e e t b f e . z e i s o n a v u ( l e m r r e 2 . 2 ) q u e c e t t e l i mi t a t i o n
p e u t c -ê t r e t o u r n é e .
g ) A p r o p o s j u s t e m e n t d u L e u œ e 2 . 2 , i l e s t j u d l c i e u x d e p r e r . d r e
i c i ( a u v u j e ( 3 . 2 2 ) )
R e t Q é t a r . t l e s m a t r - L c r s o _ u c - - i i a g o : _a l e s . C e c i c o r r e s p o n d à :
1 k . r : 1 f T k
~ e u - , u , M( u - u » ' " " 2 [ U : - x ) ' ~\ F, _x :.r:)
t ,
On p e u - t s u g g é r e r m ê n . e s e l o n ( 2 . 1 5 ) C I e
I i = = ' ( R .
p r - e r d r e : ~ = = y ç e t
N o u s d o n n e r c n s a u c h a r L t . r - e e u t v e i t l e s n c â L r i c a t . i o n s à a p p o r t e r
a u x é q u e t â c n a d e r é s o l u t i o n d e s p r o b l è m e s ï o c e u x .
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L ) On p e u t é n c n c e r - l e c o r o l L a t r e e u r v e n t d u t n é o r ë m e 2 . 1 :
C O R O T, L A I r t E : ~.~l~~,Ule d u § 3 .Q.2llYf.~ u n j f o m é l lw n t
s u r [ t o , T ) . U : c i r é s u l t e d e r é s u l t a t s c l a s s i q u e s s u r l e s
é q u a t L o n a d i f f é r e n t i e l l e s L a n é e d r -e e ( c f . BE N S OU S S AS [ 4 a ,
p p . 2 2 - 2 8 j ) . I n t r o d u i s o n s l ' e s p a c e d e S c b o L e v H l ( e s p a c e
d e H â L b e r - t , d e n u I ' I l ' l " ' : I l x I l ~ 1 ' " I l x I l ~2 . . . I f~ J r ~2 )'
L ' é q u a t i o n ( 1 1 . 1 . 1 ) d é L i . n â t u n e a p p l i c a t i o n c o n t i n u e d e
l ' e s p a c e J , 2 d o a c o mm a n d e s d a m ; l r e a o a c e d e s o c o a e v d e s
é t a t s . L a c c n v e r - g e n c e d e u ( . ) d a n e L
2
. i mp . l i q u e d o r . c
c t : : : : " e n e x ( . ) d an s E l . A l o r i > , c o m m e i l e x i s t e u n e :" r. ~ e c ­
t '~ l- l. c o - r t I n u e o e H l s u r C o . e s p a c e d e s x ( . ) m u n i d e
L a n c r w e d e l a c o r . v e r - g e n e e u r - i r o r n e , c e L i e - c â e s t e n
J r f u , i t i v e o b t e n u e .
4 . L i e n e n t r e . 1 ' a l g o r i t h m e d e T AK A r l A r l A , e t - ' l o t r e a l B P r i t h m e .
Un e s i m p l e c o c p a r a i s o n d e s I . " o o : l . : m e s L o c a u x d é f i r . i a d a r . s
l ' a l g o r : " t t m e d e : ' A KA : - : . . A . 1 A ( c f . ( : ' L . 2 . 1 2 ) à ( E . 2 . 1 5 » e t
j a n s r . o t r e e I g o r - d t h r ae ( c f . ( 3 . 1 ô ) e t ( 3 . 1 ) + ( 3 . 1 5 ) ) M o n t r e
u r ; e s i m i l i t u d e d e f o r m e . : f ' y e ' l ù a ' t i : " l e f a u t p a o s e l a i s s e r
a b u e c r - f a r L e a n o t a t r c n s , ' : ; r . e t r ' c t , . l . " S é I é me n t e ( x ; C , À
k )
c o n t . e c u s : J a . ' 1 S l e s é q u a t i o n s ( ~ ;: .2 . 1 2 ) e t s u t v e r . t e s v é r i f i e n t
l e s é q - r a t . t c n s . l é c o u p L é e a ( ü . 2 . 9 ) t t ( I l . 2 . 1 C ) . I n v e r e e a e o t ,
l e s x l { e t \ 1 { : 1 , ' c e c h a p i t r e v é r - i r i e n t : : 'e s é c u e u t c r . e
g l o b a l e s ( : 1 . 1 . 1 ) c t 0 . 3 ) .
O n p e u t d i r e q u e L t a L g o r - j t hm e d e T A K A ; . l. A R A a p p r - o x i m e
n o t r - e a l . ; :o r i t : : m e e r . r -e m p . ï a ç a r t l e s - l ü S : -. t 1 t 8 S ( x l { , \ " ) c a e c u L é a
g : : : ' o b a l e : : ;< . l r . t j - a r a t a u t r e s q u u i t . L t é a c a l c u l é e s L o c a j e u o n t c t
g u i o r . t l a F.;~ me ::' ~ l:l:" t e . A . : 'i r . e c c n s e r v e r u : ' : . c e r t a i . r . f ' e e d b a c k
a u r . t v e a u c o c r c c m e t e u r , c r . p e . . . .t e n v i e e g e r u n e v a r i a - i t e
a n t . er n é ë r a t r e q u i c o n s i s t e r - a a t à c o r . s e r - v e z - l a p r é d i c t i o n x
k
•
r - é p o n s e d u e y e t è u , c r é e l o o t e n u e S a G B c a l c u l d a n s u n e : ni s e e l :
o e u v r e e n l i g n e , e t d ' a p p r o x i me r s e u l e m e n t \ k s o t u t . t o n d e
( 3 . 3 ) p a r l a s o l u t i o n d e ( 1 1 . 2 . 1 0 ) , c e q u i s u p p r i me r a i t l e
s e u l c a l c u l d e t a i l l e g l o b a l e . I l e s t c o u t . e u x q Uf ' l ' o n p u i s s e
c é - n on t . r e r - t . h é o r i q u e u e n t 2 .8 c o n v e r - ge r . c e d ' u n t e l e c r . éma h y b r i d e .
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L t a L g o r - L ' t r . m e d e T A KA H AR A T, ' u t i l i s e p a s d e c a j c u I o g L o b n u x
n . a i e i l s c p r - é e e r . t . e c o m me u n a l g o r - j t . h m e h o r s l i g n e ô e - . e l a me s u r . . .
o ù i l n e n é c e s s i t e p a s d ' o b s e r v e r l a r é p o n s e d u s y s t è me r é e l .
O n n ' a p a s d é m o n t r é à s o n s u j e t q u e l e s c o a i m a r. d e a u
k
s u c c e a r v e '
a p j . L a q . r é e a a u e y a t è me r é e l t ' e r a t e n t d é c r - o j t . r e L e c r r t è r -e g L c b a ' l ~ .
O n r . ' a d ' a i : l e u r s r as n o n p l u s e x h l b é d e c o n c i t i o r . I l e c o n v e r ' g e r c r
S e u l e : a l i r . ri t e u , s i e L L e e s t o b t e u u e , e s t à p r - L u r i · O O l -, : H : !
p o u r u n e u t i l i s a t i o n e n l i g n e .
O n v i e n t d e d é g a g e r q u e l q u e s c a r - a c t é r - L s t . L q u e e d e l a c o o r . t i - .
r . e t t o t . e n l i g n e ;
a ) c c mm a n c e d u s y s t è me - r é e l " , c t . a r : < ' p a s J e c o c c - a t n a t t c c ,
a t t . e n r - r - e l a c o n v e r g e n c e d e l ' a:c:o ~· . . t J , r ; , , - .
b ) v é c r - r. L a s a n c e à c h u q . . .e p a s u u c r . . t è r e g l o b a l .
c ) r t : ' ; ' i s a t i c m d e l a r é p o n s e J ou e y a t e me r é e , p o u r l a c o o r c t n e r I c r . .
A c e c t r - cL s c e r - e c t é r . I & t L i U ( ' S r , j a : 1 U~ ~ J p a r - • c t r - e b.l~(, !' :" t . r . c . . •
o r : e s t t e n t . é : . l ' y ad j o .i. lid~ l é > :.H . . t v a r . t e , f l é - . t "J . r t . i . > . : p o u r . . 1 0 2 0 ~,~li ­
c a t c o r . s e n L f g r . e ,
0 . : . ) O c m r . a r x ie s L o c a f e a e n b c u c L e f e r n . é e .
C e a e r n i e r p o l r . t u e r - a d i s c u t é o u r . e : : e d e r - i . d e r - c h a p i t r e . I . e : : :
p o i n t s a ) e t b ) s i r n ul t a r , é r r. N - : t o n t u n i l . t ' : i r ê t é v d d e n t , : . e po~ l"t
c ) , q u i e s t u n e s o r t e d e r e e o c a c k a u n i v e a u c o o r d o n n a t e . r r a p p o r ' - .
r e r a d e s c a r - a c t é r - î a t n q u e a e a a o t a t i v e e é t u d i é e s a u c n a p i t r e S U J V 6 . . t .
( f ' c n c t . â o n r . e m e n t d é g r a d é ) .
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C H A P I T R E 1 ' /
F.T~E J U F O l l e T .O:'~i~.:E~T DEG.:LW~
A U T R l : :S A P P L J C A T : O ! ; S D . : : : L ' A L G OR I T ! - J . : E ":;E~~L
L a : ï e . . u i è l : l e p a r t i e d e c e c h a p d t r e a e p r - é e e n t e s u r t c u t C O t r . r t l !
u n r o r - a . j a t r e à l ' u s a g e d e L t u t i L î a a t . e . . . . r • O n a o n n e r a l e s é q u a t i o n s
j e l ' a l o c : O i t r . m e d a n s l e e u s : t ' u r . p r c . b L c r r e : . n é a i r e - qu a d r a t i q u e
à . t e n j . e . t a s c r e t • ë a n e l e c a s d u p r - o b L è m e l : ' L é a l r e - q u a d r a t i q u e à
t e r n i e c o n t t n u l e p l u s g é n é r a l e t e i . f i n J a r s l e c a s n o r c - H r é a d r - e
à t e m p s c o n t . L n u ,
Au p r é a l a b l e , r . o u s c t u o c o r o n s l e o o m p o r t c n e r . t d e l ' a : ' g o 1 " i t : ' m l !
c a a j e p a n n e - s d e e c u a - a y a t - u e s .
N o u s a v o n s d é , ; è f a i t r - e n a r q u e r - a u § 1 . 3 q u t u n e v a - v e g e c i e l a
e e r - c c s u r e - i e c c r œ a r c e d e l a f i g u r e t , t . a : l t d u p o i n t d e v u e c a l c u l
q u e d u p o i r . t d e v u e e . t e e e r . o e u v r e , e s t d e r - é p a r - t f r - l e r l s - l - . ; e
e t : i e m i r . : : ' m i s e r Le s c c - . e é q u e n c e e c i e p a n n e a a e s o r g e r . e a d e c a l c u l
o u < je c c m o a r . c e , ; ; o " , " s a ll"r. ~ : : .c r . t r e r q u e l ' 8~ gor i thu g é r é r - a t
é i a c c r é S ' l c r . a p r t r - e 1 : 1 s a t i s f a i t a c e t t e o b a e r v a t i o r . g é v é r - a c e .
r:-~ a3: ;:l.z 1 . 1 : J a r . i J l p c r · v x " t t ' : l u t c é c : ' È ' : T I O < ' 1 1 . 2 . 1 ,~
~a c O ! ' . . è . : ' L o r ( I l . 2 . 5 ) ( . Q 1 ! . ( : 1 : . 2 . 1 4 ) ) s a t . ! ' f a i t e . D a . ! ' ! 8 1, p l f ) S a r . t
l U " r : : c u r : . E l c : ! 1 , • . . , r ; l . 1 e : ' 1 s c u s - v e c t f ' t . " s u t ~
m a : ~ te r.' i.S é r ' a " . a : ,~ : , . ; , à . u r . e v a : e u r ü
i
' l a p e r f o r m a n c e
g l o b a l e ; ( u J {) d 6 c r o i t à c b :q u e - - . E n s e t l a s u i t e l u k l c o n v e r . . .e
v e r s l a l l P i l l e u r e c o mma n d e o o e e r c t e • c o m r t e t e n u d e l a c o n t r a i n t e
i r n o o s é e s t u " l l O
i
, i E I l .
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No u s c o t e r e n e V , l 1 a c o n c a t é r . e t i o n d e s l U i ' L E I J
e u p p o s a r . t , s a n s p c r - t e a e g é n é r - e l L t . é q u e 1 " " 1 ' : ' ; l : J ; : i" i
o
< N I .
L o u a n o t e r o n s u :
r
l e c o m p I é œ e - - t , O r p e u t e ï c r - e p a r t r t t o n r . e r -
l e s o p é r a t e u r s A e t B . i u . t h é c . - L ' l e ~I1 . 2 . 1





) _ d l( u : ' < ' : ' ) = : < V ' l I . ? ( u
k
) , u~; l - U~ l >
. , . ~ < u~i 1 - u~l ' 6 (u~; 1 - u~I »
o ui r
l . : t i : : ' : : ' s a t ( 1 . 2 ) . o n r . b t i c r . t . f l r : é J . L l ld ; l 1 t
r . 2 )
( 1 . 3 )
S i l e . c o r . o r t c o n ( I I 1 . 2 . ? ) C H t a a t i e r a t t e , a ' l o r - a
q · . â ; : r OU V é q u e l ; ( u k ) l e s t c é c r o i e s e c - ; e • C O l m " f _ H r s t
b e r -n é e i r . f é r - ae u r - e me i . t p a r ; ( u · ) , c T l e a u . n e r t m t c 'Ji n.~ .? ( u ' ) .
J o n c J Cu k ) - ; ( J + 1 ) _ 0 e t p a r ( 1 . 5 ) e t ( 1 . 4 ) . ' i 7
I l
. ? ( ' :. . l } O .
Ma i s :
- " ) 4 -
( L é )
e t d u f a i t d e l ' i n v e r s i b E i t é A l I ' c û e à c e l l e d e A , I U~1 1
: i mi t e :
u g
m
= -A~~ A~ Il ( ü
1
- u~) ( \ . "1 )
B i e n s û r , ' VU . ? '( U
l i I D
} ' " 0 , c e q u t p r o u v e - l u e u i i l ' : l e s t l a
m a n d e o p t i m a l e l o r s q u e u r e s t f i g é à û
1
•
I n a g i n o n a q u e , a u p a s k t 1 d e J ' a l g o r i t h me c o o r - s o n i . a t e v r ,
l e s s o u a - s y e e e me e i E l t o m b e n t e n p a un e , I l p e u t s ' a g i r c t u r e
p a n n e c e l ' o r g a n e d e c a t c u ' ï . a o c e s s o u s - s y s t è m e s o u b i e r l i ' u n e
p a n n e j a n s l a t . r u n e mi e e i o r d e s i r f o r r na t 1 o r . s { p r é d i c t i c r - e e t a u t . r e s
c a r - a mc t . r e s c o o r û o n r . a t . c u r s ) a u c c o r -d o r v i a t e u r - v e r s c e s e c r . t r - ô j c u r - s
l o c a u x . P a r c c r . t r e , o r . s u p p o s e i c ; q u e l e c o o r d o n n a t e u r p e u t
c o r . t L n u e r à o b s e r v e r t o u t l ' é t a t . A l o r a u r ser .~ m n i n t . e n u e , e . r ,
a t t e n d a r r t l a r é p a r a t i o n , à l a d e r n i è r e v e i e . . . r u Î , o b t e n u e . L e
c r i t è r e Î c o n t t n u e r a à ô é e r o f t r e à p a r t i r d e ; t ( u ; { ) . L o r - a q u e
l a r é p 8 J 8 t i o r _ s e r a e f f e c t u é e , : i . ' a : i . g o r l t c . m e c o u r - r - a r - e j r - e n d r - e
a o n CC".L'"S~(,:'ma :" e t c c n v e r - gc r - v e r s : ; " c p t i . mu m e : : 1 o b a : ' .
S · ~ : s ' a g i t a t c n e p a r m e J e : : " o r - g a n e l e c o m n e n c e a e s S C . . l J -
s y s t ê a e e , c r ; p e u t mo a é j i s e r - c e t t e c c c u c e - c e E r . c i s e n t ' l u e
ü . = o . A: ' o r s , l e c r i t è r e Î p e u t s u t n r - u n s a u t à l ' i n s t a n t
j ; l a p a n c e " ' ; ' 1 f a i t q u e u J : e s t a m e n é e à z é r - o . Ma i s : a
c é c r c f s a a n c e c e ; r e ! : r c r : à ; a à j . a r t . i r c e c e t t e r . C . . lv e : ' : e v a . l c a r .
2 . ! - 'r c b : , - , m, . i n é & . i r e _ l U ' : l i r a t : 1 0 < : ' à t·~m Fd f t s c r - et .
x c u e a v c r ; s c r u d e v o i r é t a b l i r l e s é f . . l a t i : ) ; . $ , ; é l l é r a : : e s
r - é s o ' l u t i o r - d u p r o b l è m e l ir.~ a ..i. re - qw.J. :i ra t Lp0 à t . e m e d i s c r e t ,
e l l e s s o n t mo i r s c o u - e n t e e o a n e l a 1 1 t t é r a t -. . r . : q u e ~e:':"'e 1 . . . . c a s
c o n t i n u . C e c i e . r t f a i t e l ". a n n e x e 3 .
c o n e i c é r - o n s ma . l n t . e r . a n t l e p r - o b l è n e :
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x ( t T l ) = = . F ( t ) x ( t ) . . . G ( t ) u ( t ) j X ( t
O
) ' " c r . t . . . t
o
' • • • • T - 1
1 T - l l ,
' i n " r , t o [ x ( t ) Q ( t ) x ( t ) _ u ( t ) R ( t ) u ( t ) ]
e t p o u r u n e d é c o œ p o s L t L o r ; d o n n é e d e l ' é t a t e t d e l a c o e a a n d e ,
: "1 ' m o d è l e l e c a l e t l a f o n c t i o r . d e c o u p l a g e :
( 2 . 1 )
( 2 . 2 )
( 2 . ) )
v t t ) , ~( t ) « t ) _ ~( t ) u( t )
L e s v e c - t e u r - a
T - 1 ( 2 . ' )
x
l
( . } - ; ( X ' ( t
o
T 1 ) , • • • • x ' ( T ) ) i u ' , . ) = . ( u ' ( t
o
) , • . . • u
l
( ' r - 1 ) )
v
l
( . ) = = . ( v ' ( t
o
) ' " ' , V ' ( " : ' - 1 »
e j . p e r - c a e r . n e . t à d e s e s j . a c e e d e c a m e x s a o n r r r . t e , e t . r - uc t u r - é s e l ' .
e s p a c e s L
2
p a r l e p r - o . i u i t s c a l a : : ' r e h a b i t u e l . , ? ( u ) e s t l a
v a l e u r d e ( 2 . 2 ) l o r s q u e x e s t d o n n é p a r ( 2 . 1 ) e t
J ( u , v ) e s t o o t e m , e d e m ê m e à p a r t i r d e ( 2 . 3 ) . L ' é q u a t i o n
( 2 . 4 ) d é f i n i t l a f o n c t i o n v = = . H ( x , u ) , d ' o ù l e s f o n c t i o n s K
K p a r s u o s t à t u t I o n à x d e l a s o r t i e d e ( 2 . 1 ) o u d e ( 2 . 3 ) .
L a d é f i n i t i o n d ' u r . e p a r t i e d e s c r i t è r e s l o c a u x p a r r e s t r i c -
t î o n c o n d u i t à u n e e x p r e s s i o n a n a l o g u e à ( I I l . 3 . 1 ) t r a n s p o s é e
a u c a s d i s c r e t . I l r e s t e à c a I o u j e r l ' o p é r a t e u r d t t n t . e r - e c t t o r ,
( I I L 3 . ' ) .
L E :l ; r Œ 2 . 1 : L a m o d i f i c " t t t o n l i n é a 1 . r e < f ( u k ) , u > e s t é e a 1 e à
d e s c o n s t a n t e s p r è s a :
( 2 . 5
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~~ x
k
Q . . . . 2 .n n é D a r ( 2 . 1 ) ~ u ' O O u
k
. D e p l u s 1 : . e s t l a
_S O l1.!,t 1 0~ d e ( 2 . 3 ) ~ v k d on né.~ ( 2 . 4 ) ~ u " ' u
l t
t l x " , x •
N o u s n e f e r o n s p a s l a d é m o n s t r a t i o n d é t a i ' l L é e d e c e L e m m e
p o u r é v 1 t e r d e s é c r i t u r e s l o n g u e s e t p é n i b l e s . L a d é ma r c h e e s t
e r, t o u s p o i . n t s a n a l o g u e à . c e l l e d u § I I I . 3 q u i a a b o u t i à l a
f o r m u l e ( 1 1 1 . 3 . 2 ) . L ' o p é r a t e u r < 1 > d u c a s c o n t i n u ( d é f i n i t i o n
I I . 1 . 1 ) e e t i c i d é f i n i p a r :
( F ( t - l } ' ( t - 2 ) • . . F ( , . 1 ) F ( 5 )
s i
5 < t
< 1 > ( t , s )
l : - ' ( t ' 8)
s " ' t
( 2 . 8 )
, > t
t
e t ( S(t ) = l ê 0 ( t , s ) a ( 8 )
c e c a • - : • • , • • • • • • , . • • • '
o ( t ) ' " E < : > ( t , s ) a ( s - 1 ) ( 2 . 9 )
3 " ' t
o
+ 1
s e l o n q u e a ( . ) e s t n u m é r - o t é c o mme x ( . ) e t ~ ( . ) ( d e t
o
. . . 1 a T )
o u c o mm c ~ ( . ) e t v ( . ) ( 1 e t a i l T - 1 ) ( c f . ( 2 . 5 } ) . L ' o p é r a t e u r
ad ~ oi:;. t ~ p a r r - a p p o r - t a u p r - o c u i t a c a ' l a t r e e s t a l o r s d é f i n : : "
J : 3 .r :
T ,
1 b f t ) ' " E ~ ( s , t ) a { s )
s e t
b,,~ "a . .
o u
\ b ( t ) " t 1 > ' ( s , t ) a ( s - l )
$ o : t
t " ' t O. . . 1 , • • ' I
T ( 2 . 1 0 )
f o r m u l e a n a L o g - j e a u c a s c o n t i n u .
O n é t a b l i t a l o r s u n e f o r m u l e é q u . l v a I e n t . e à { A . 2 . 7 } q u i
p e r m e t d ' a b o u t i r à ( 2 . 7 ) . F i n a l e m e r : : t : ' e p r - o b L è me l o c a l i
s ' e x p r i me :
- 5 7 -
f : ; . ( t - 1 ) " , 1 ' i l ( t ) ~ :l. ( t ) . . G u ( t ) u : ; . ( t ) . . ?; i ( F i j (t):;: ~( t ) + : : i
1 j
( t ) u j ( t ) )
' i ( t e ) ' " a i ; t = < t
o
' . . . , T - l
C 2 .




[ . ; . , E, ~ ( t ) Q . . ( t ) E , . ( t > - J e u ~ { t ) : - t , _ ( t ) u . ( t )
t = t
o
c : ; : : . : : .: : . ~ 0 : : : 1 . 1 : : .
r . C < / i , / l { • . . : . ( t ) . . \ j ' ( t . . l
j
c ; . :. t t ) ; u
1
( t ) J
. J l i
V a l g " : ' l· j t ; J l . ' " r.: :' -Jé's s~u ", : . . I L : ; . ; ; , I e s . 3 : J l < l t i ·. •: - , n c é J . ' ; r a H · . ; i
: t . . . b l L e a e l . a n n e x e 3 :
a , I l . t é g r t ' I ' l e s } ; é q u a t . i u r . < ' ! . 1 < o " k i c c e t ,
1 " i ( T ) - ' 0 ; t = ' 1' - 1 , • • • , t
o
+ 1 ( 2 . 1 3 ,
c ) 1 1 I t é c r l ' I ' ~ 2 .1 J 1 0 .' : 1 . :' " L . C , : ; . . : r . < ' ; , l o 1 .
k
I l . J : . r r ., t . t . ; . , . l - J , O(;V~ ',·
;J,L~ l e s ~ · : t~n , t · ! ' 0 E ' 1 . E! ,!' l ' <>o ; ~ ~" " x .
d ) C a l c u l e ! " J ( l <K ) { e o n m e ( 2 . 2 » l O t 1 & s t C C , { C 1 ' . S i k ; : . O , , · t
s i ~( uKh.?(1.A k -l) , l a c o n d L t l c r . ( D L . ? 5 ) r . r e a t p a u
v é . r i r i é c . i t c c o u r - i r « r c r - s à I d . OICi, i if i. c:1t~ ,--, : . l ' d l . : ° é l .t i l · . t :
( i l 1 . 2 . 1 3 ) ~" .:.~ ~c.i :
' : : - 1
1 l : t « , ( t ) - x ' C t ) ) ' Q . ( t i ( ' , . ( t ) - " · C t ) ) .
~ t = t
o
1 1 J . . 1 . _
~2 . ' .
S i i « O , s i ; ( U ~ ) < ) ( Uk - l ) 1 t s i : a - t t r r é r c r . c e l " r . v a L e u r - a e e o ï r . . e
e s t : " . f é : , ; .. . u r - e à u r . s e v a ; f u " , à l ' a v a n c e , a r r ê i c r l a c o o r d i n a -
t . i o i . , 3 l T , o n c o n t i n u e r .
e ) l n t é g r . . r ( 2 . 7 ) e t e n r e g i s t r e r \ k ( . ) .
f ) R é 3 0 "J . r . . . : " e s N p r - o b ' l è me s l o c a u x ( 2 . 1 1 ) - ( 2 . 1 2 ) c ' e s t - à -
d i r e ' : ' l . t é g r e r l e s é q u a t i o n s l i n é a i r e s
g~ "' l (t ) =F~ ::. ( t H ! - P
i
( t . . l } G ' : '
i
( t ) ( \ 1 (t} +G~i ( t ) P
i
( t " ' l ) G
u
( t )} - 1 G~ 1 ( t ) : .
[i~+ 1 ( t . . l ; " ~>:. ( t + 1~~i ( F ~ ~ ( t ) x ~ ( t) + Gij( t ) u~ ( t » ~
~ [ Q. , ( t) , ~ ( t ) . ( P . . ( t ) ) \ À ( t . I ) ) _
; , i i . 1 ~ ~ J . . . ~
( t I ? i ( t . . l ) G1~ ( t ) (R~1 ( v ) "J~ ~{ t h : . ( t . . . ; ) G
i l
( t ) ) - 1 x
; n . ; : . . : , a é 1 · . . a t t o r . e ( 2 . 1 1 ) a v r - e . . . ; - e c n L a o é p a r :
J~ i ( t ) i . h l ) ! : { F . . ( t)x~(t}. . , j ( t ) u ' ' - ( t » . .
~ ~1 1 J ~ - " "
l i :( R _ J \ l j < t ) . . ( J : : . « » :\ ~ ( t - l ) ; =
( 2 . ~ ":,) P()U ~' c c t . e u l r ,,~ t l( . )




e e t - : . r J ' é r i C ' · < Tc à u r ,
s e . n ; f i x A à . " e v a n c e , S f r . o r c h a l ' l c r k . . l e n k e t r e v e - c r -
c ) ,
S W ' î . ' u t . i . 1 i s a t i o n d e s t e s t s c l e t d ) , c f . r - o m a r - q r e 1 : ; : 1 . 3 . 1 .
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3 . P r o b : ! - è m e l i r : é a : r e - g t <a < 1 r a t ' . . g u e a t e m p r - c o r . t i n ' ; l e t ' l u s g ' ; r é r a : '
N o u s v o u l o n s i c i d r . nn e r 1 ( ' 5 é q u a t L o n s n e L t a L g o r - L t h m e p o u r
l e p r - o a ' l è n ; e
M i r . •
~ " Px ~Gu~w
~ x ' ( T ) : F . I i . ( T ) + c t ' x ( T ) . .
( 3 ,
( 3 . 2 )
0 : ' t o - . . . t . : . > j c s m e t . r i c e s p e u v e n t d é t ' t l ; : l l " e d u t . e u p s , e t '1 . ( . ) e s t
u n e e x c i t a t i c n e x e é r - i e u r e a o n r . é e • E n a n n e x e 4 , o r . t r c . r v e r - a 1 ( ; 5
é lu at :" L ~ . s s ë n ë r a : e s d e r - é e o I u t L c r ; j e c e p r c b r ë e . c •
m i n J~ [ ( ] ( - z ) Q ( x - z ) " 1 " U ' R l o ] c t
" 0
o ù z ( . ) e s t u n e t . r e j e c t . o c r . . . . é s t . r é e .
P a r r a p p o r t a u p r - o b i è m e . r u § : : I 1 . 3 , l a p r ' é a e r . c e d t u n c c ü t
f i n a l m o a i f i e L ' e x p r - e s s L o n ( 1 I I . 3 . 2 1 ) e t ( I J 1 . 3 . 2 2 ) d e s
o p é r a t e u r s d é r j v é e s s e c o r . d e s I r t e r - v e r . a x t ( l a n s l a c o n d L t i o r . d e
c o n v e r - g e n c e ( I I 1 . 2 . 5 ) . L ' a J t r t ; ' p a r - t , L e c a l c u l d e l a m o d i f i . c a -
t i o n L r r - é a i r e a û o à L ' o j é r a t c u r - o t a r . v e r e c t r o n e t i . o t . a m e . e r .t . 1 " , ; ;
m a r r i p u L a t i o r ; s d e r t a n r . c x c ~ s Û : . t n . a i r . t . e n - . n t p L u s a é L j c u t , a •
C " " q u c a t t o - . s o r . t ,5 t ,~ t r - a i : é t . ' ; i . a - f ,i . DU B O U E , é~t-v . .-i l '5~ 1
' J e ) e a n n é e a j t E c o L c d e s L: j Yl i , S , J O ' ll>. ~' ~ ~· .
i ' ; l l € ' 5 n é c e s u j t e r . t t L r . t r o a u c t i c . r . 0 ' 1 . : . n o u v e l o r é r - c c - u r - ,
D E F : t - i I T I O t: 3 . 1 : < : > é t a r , t : 'o l~ér " t ('u r d a r . : ; L
2
[ ( t , T J ; H r . ] ~
~ r r . r . } , 0 1 " ' d~f i!~lt l 'o L~fnlt f" i!' ' i ~ 1
2
,j 1 : 1' . 3 t i . ' .
. E ! ! :
rc t ( T . s ) a ( . . .) J . : ' ;
t u
- f , ( , _
A:q:;: i 1.u ar,t l a .té r t m t ton de I ' ad j oi : t , on é t a b l i r-a LJ.'. ::'em.'I,t
que :
Gr âce à ce s é I éme r.t.a on peut é cri r e
x ( . ) ••( Gu( . ) • • (.» • y( . )
x ( T ) :li 'l' ( Gu( . ) + w( . ») + je T)
Re por tant ce s e xp ressi ons d ans ( 3. 2 ) , or. ex pr -m;e J (u ) c x oï.a -.
ci t eme r. t ce q"'i pe r me t de ca .Ic u .Le r \7.?(u ) e t :
A ", 6 ;:; s.... G' ( 'l' · j)'r+<I>.. ~ )G+s '{>G..J '<!'.. 3
du 2
AppLî quar.t lu même t e cnrrl qu e au mo , l ~' ::' e local
(, =. F t: + Gu .. ... .. "011 ; E,( ta ) "'- a
v = tx + Ju




.; = R+ j '('f*D~ .. ~·i ) j + s'êâ. .. 5'; ·5
ôu 2
~ . r ..ate a c aLcu Ie r- L ' c cé r-e t e ur- .rt r r.t e-r-ao t Lor,,
(3 . l ù,
wn~ 3. ' : :"8 n,C,li fic a ti c n li :.Jai !"E' <;, ( ut:.) , U> e:3t éeçal t! à. j ," ,'
,'or,s t A,"t e s 'Clrè s à (I II .3 . 2 ) ~ ,,1:( . ) e s t t:la ':'r.t.e :.4:.t. l : :;né
~
.22 x k e s t do nné pa !' D . l ) ~ u=u k ~ E { d ans Il I -3 . 2» ,
~! l ' é t a t du s·{~tème d.scou nl é ( 3 . 16 ) c a -a e e eou s •
D E M O N S T R A T l o r . ; :
A p p l i 1 u ; - ;n t l a r o r m u ; e ( I l L 3 . 4 ) , o n c b t i e r . t
L e p r - e mf e r - c e s o e c x t e r m e s c r - c e e e o s e s t t r a " : ' t é c o m m e j r - é c e u - c - .
m e n t ( c f . A r. r t : x e 2 ) . ç u a n t , a u s e c o n d , n o u s o p é r - e r o n s S U r ' l u i
n e s t r - er . e r c r me t i o r . e s i r r i L a f r - r 5 c n r . c u s a p p u y a r t s u r l e s r - é m . . : -
t . a t s d é j à a c q u - ï s ,
A i r . s i :
' ( ~~G • ~) u = [ ~ (r~G • ~ ) u ] ( T ) = [ . ( ~ÔG + J ) u 1 ( T )
' " 'f ( ~~G . . . ~)u
0 · 1 4 1
L a p r e m i è r e e t l a d e r r . i è r e é g a l i t é s r - é s u L t e n t d e L t a p j . L j o a t f o r ,
d e l a o ér m a t c o » 3 . 1 d e ; p . , l a o e u x i è m e é g a l i t é e s t l ' a p p l i -
c a t i o r : d u r - é a u j t . a t c i e l t a n r . r - x e 2 . P t n a I e mc r . t :
L e p r - c . n L e r - t e r m e c u p r o d u i t . s c a l a i r e e s t é' t ; ; t d i l ) , . t < d o n n é p a r ( 3 . : 2 )
d ' a p r è s ( I I I . 3 . 1 2 ) ( a d a p t é i c i ) e t ( 3 . 4 ) . Q ua n t a u e e e o n r t t e r m o ,
v o i t q u t i ; p e . t. .~ e - t é c r - i r - e , à d - . u c o r . s t e r . t . c u P ' t S , 'F~ . . . : } I . < o i ,
e s t c t o n n é p a r :
C e c i a c h è v e l a d é m o n s t r a t i o n _
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L e s c r - c b l c u » . e l o c a u x , é c r i t e g L o b a I c ,
d a l a d y n a m i q u e ( 3 . , 6 ) e t ù : t c r t v ë r e ( 1 r , 0 2 -' ' ' : : ; ' ' : ' : r . o t i r c u -
q ' .r a d r - a t f q u e d o n n é e p a r 1 1 2 ' 5 m a t r i c e s b L o c - d i a g o n e L . . . . . . ; T I , '7~ , L <
• ([1(1; " U ') ( ~ ' ~V<). ~« '_x k ' , U ' _Uk ' ) ( ~ , s ) « -x: )
o S RAu S l i " 1 . . < - U
, ~.
l . t : s é q c a t L o r r s d e r - é s o I u t j c . n d e c e s p r c b ' L è m e a s o r . t ; c b t e n u e c
à p a r - t . f r d e 2 . ' a n n e x e 4 e t s o n t ô o n n é e e d a n s l a :" é cl'l. ; ::i- t t: l é. i ~ . '
s u t v a n t e :
a ) c hoi s~ .f I e a n a t r t c e s S , Q , A , S e r . v u e J e u a t i e r a r - : e l a
t i o r : : d e c o r . v e r ' g e n c e ( 1 1 1 . 2 . 1 4 ) o ù . A e t B o o r ' . , , '
P 3 I ' U . 7 ) e t ( 3 . 1 1 ) e t 1 0 : e s t o b - t e n u e
r a a t r i c e s s u r - L f g n é e s , C e t t e o c é r - a t i c n ë z t t . ' .< ' c ' , . fG..; .· ~ l
a V E C - 1 t lS m c t . r - ; . . . . . . . e s u r r L c a a r . e r . t j . o e c t t v e a .
b ) ü t é c l r e r l e s r . ; é q u a t i c n s d e R i c c a t i
c ) ; : : - 3l . - r :- := 0 , d c i o i l
- i ) i~ , t';E:r"' r ( 3 . 1 ) e v e c t ; a c o mn . a r . c e \ / ' ( . / ,
c e . . . . v r . . . . ;:; ~r : ' e s y a t . L m e r é e l . i::r.re b~ s t ~· , - .
e ) c a t c u r e r Î ( u J {) ( c r - i t . ë r - e ( 3 . 2 : ) e v : : ' e o t . r . c -~ . . ..
s i ; ( u k h l ' ( u k - 1 ) , l a c o n d i t i o n ( II 1.2. ~ 4 ; , . , : ' : . i . - h ' ; '._ ~ _ ~
R e v e n i r e n b l e n a u g z e r . t a r . t L e s n a t . r i c e a 3l,:'':'i~r:~I::';' ( 1 1 ' - ' :
r e n d r e p l u s p o s i t i v e s ) . C h a r : g e r k e n k - l e t a ' l I e r e l " . t ; )
- 6 ) -
S i k > O , s i , , ( u
k




) e t s i l a d i f f é r e n c e e s t infé ri f' \..< ~. t
e n v a l e u r a b s o l u e à u n s e u i l f i x é à l ' a v a n c e , a r - r - ê t e r l a
c o o r d i n a t i o r . . S i n o n c o n t r r u e r .
r ) i n t é g r e r ( 3 . 1 2 ) e t e n r e g i s t r e r ~k( .) .
g ) r é s o u d r e l e s p r o b l è me s L o c a u x c ' e s t - a - d i r e L n ' t . é g r e r l e s é q t , . . . .
l i n é a i r e s :
. . . P . ( w . • L r F x ~ "' G . .u~l l . . .q _Q . x ~ _S . t. l\
: . l j l '. . .' ~ ~ ~ ~ J J ' l " ' : . ~ 1
+ L r Ç . .x ~ . . . O ' ') \ ~"'Si<U~] = 0 ;
j r l i - ~ J J J J . ~ ~ - :
g~+ l (l' ) ~ d . + 1 : D . . x~(r) - D . x ki ( T )
J . ~ ~ Ii l . J J ~
p u i s l e s p a r t i e s i , p o u r i = l ,
u i e s t r - emp L a c é p a r - :
K , d e e é q u a t i o n s 0 . 1 6 ) ,
r . + ~ ( R , , u~ . ( G " , ) \~"' S lt }, }~ ) _ R . u
x
-1 \ ~ ]
~ j / i - " ~ , , 1 ' - ' J ~ 1 . . 1 . .
E r . . . fi n r e p o r t e r : L e r é s u l t a i ~~ . . . 1 ( . ) o . 8 1 " . S ( 3 . 2 0 ) ; J u i l l ' l . . ; ô t t . l . J I .
< " ' 1 ( . ) .




_ u k j l e s t a n f é r i e u r à w :
s e u ' i L f i x é à l ' a v a n c e . S ' : ' n u l . c l . a r . g e r k + 1 e n k e t
r e v e n i r e n c } ,
S u r l r u t i L t s a t . t c n d e s t e s t e ) e t . l : , ) , c f . r . . m a r q u e l i • . 3 . :
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4 . P r o b l è m e d e c o m r r , ar . d e c p t i ma l e n o n - L t n é a i r - e
C o n s i d é r o n s l e p r -o b l è mc - d e c o mm a r . d o o p t i u e . ; e , à t . e c p s
r t n a ; f i x é :
~ = F { x , u , t ) , x { t
o
) = C l
D ( x ( T » + I
T
L ( x , u , t ) d t
' 0
O r . n u p p o s e q u t j L a u n e s o ï u t i o n , L a d é c o m p o s i t i o n p r - é c é d e n t c
r u s y s t è m t o ( l o b a I e r , e o u a - u y a t e n e s d a n s l e c a s L m é e i r e e s t
~énBral~sée i c i a l ? ; a r e ç c r e . c v a r t e • P o u r u n e d é c c m p o e â t r r r ;
d o n n é e j e L t e s n a c e d t é t a t e t d e L t e a p a c e o e e c o m n r a r. d e e , e n
n o t a n t E .
i
L ' é t a t . " 1 0 < : a " : ' ' ' , o r , e u p p o a e q u ' o n a p t ; d é f i r . i r 1 , o G
é L é me n t . a s u r v a r t . c :
; i = l , , . . , ' ;
' / = = h ( ' . . ! , > : , t )
t . e i s q u e :
Y X , u , t : ? ( x , ·J . , t ) = = f ( x , u , h ( u , x , t ) , t )
· Yè . f d é e L g r . e l a c o n c a t é r . a t i c n d e s f i '
::" ~q. . . a t t c n ( 4 . 5 ) tra,j u ~ t::d l ' é q u a t i o n [ é r . é r a l e ( : : . • l . ï
l
.
:..<.~ é L é r r. s r t s d u c h a p i t ' r - e 1 s o n t a i n s i d é r i n i a : : : " a ; : . ; : : : ' i o a t i l .
~~ :ir.i e p l ' ( 4 . 1 ) e t f i F a r ( 4 . 3 ) . : . . a f c r , c ' ; i c r : : h -
~ '. urh~~e E e s t ·J'; f~ ;.:'e : ; ; u r ( 4 . 4 ) . : t _ 8 fCl : ": ~lCn 1 < . h ;.:. ~.,_
~e mê m e ; ( u ) c u J ( ' l , V ) s e r t L e s v a : : 'e u r s d l . c r i t è r e ( 4 . 2 )
q u a n d x p r - c v i e r -t d e ( 4 . 1 ) o u ë e ( 4 . 3 ) .
A p a r t f r d e l à , o n o é v e I c p p e l e s c a t c u r s d e f a ç o n s L m c L a ' i r c
a u c a s L i n é a L r - e c -q u a d r - a t d q u e , A i n s i :
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= _ [ * ( X k , u k , t » ) ' ) . .k _ [ # ( X k , u k , t ) ] '
h k ( T ) = ~ ( X k ( T ) )] '
:~ o tant •
( 4 .




) , 1 . . :
i
> " , e t f . , a l e à d e s eGT. st~ .
t r è s à :
r
T




S : ~i e s t 0 0 1. : 1 : ' p a r ( 4 . 3 ) ~ v h ( t ) = duk( t ) , x~:(t ) .t)
N o u s r . e d é mo n t r e r o n s p a s c e L e mm e e n d é t a i l . E s q U : S S O L S s e u l e . - ,
me r . t l a d é mo n s t . r - a t . I c n , O n r r t . r c c u i t , p a r l e s d é t j m t i o n a I : J . . 1 . 1
e t I V . 3 . ' , l e s o p é r a t e u r s ' 1 > k e t o / k a s s o c i é s à l a u . e t . r a c e
ô P / ô x ( x k , u k , t ) e t l e s o p é r a t e u r s Q k e t ' i ' k a s e o c a é s à l é ! u a t r ,






, t ) . O r . é t a b l i t , c o m m e e r . a n n e x e 2 , l a f c r - t . u L , ;
L a f o r m u l e d u g r a d i E r . t
o ù ~ e s t L t h a m t L t o n t e n L < tX F , o ù À e s t d o r . n é j . a r -
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~ ' " -(~)' ; ; " ( T ) ' " (~) '
e t l e s . r o r - œ u I e s ( 4 . 9 ) p e - : - , r r .e t t e n t ! al or~ f i e m e n e r d e s c a l c u l s
e n t o u s p o i n t . e s i mi l a i r e s a t ; c a s l i n é a i r e - q u a d r a t i q u e , à p a r t i r d e
l a r o r m u I e ( I l I . } . 4 ) .
L e c r i t è r e l o c a l i s ' o b t i e n t e n f a i s a n t l a s o m m e d e ( 4 . b )
e t d u t e r m e o b t e n u p a r r e s t r i c t i o n :
: J ( X i ( T ) - + }( k( T ) _x ~ ( T » - + J: L (X i -+x :k -x ~ 'Ui +uk-u~ .t) d t ( 4 . 1 2 )
o
l e p r - o b L è n e l o c a l i e s t d e m i r i r r . i s e r c e c r i t è r e a v e c l a
c y r . a m a q u e ( 4 . 3 ) < . . \ . . V i e s t p r é d r t à v~ ' " h i ( u k . x k , t ) .
l ' a L g c r - I t i " ! T l' ? s e r - é e u m e à :
a ) P o s e r . r ; ' " G , c n o t e t r u n e p r e m i è r e p r é d i c t i o n u o ( . ) .
b } ::: r.tt: ~rer ( 4 . 1 ) Q VI ' C l a c o c m a r . c e . . . . . k ( . ) o u l a n e t t . r c e r .
o e u v r e s u r : : ' e BY~ v cm e r é e l . z m - e g r e u r e r x
k
( . )
c ) c e ' t c u ï e r - .Î ( u~ ) ( c r i t è r e ( 4 . 2 ) ) e t l e s t o c k e r . S i i c - O e ;




) , l ' a l g o r i t h me n ' e s t p a s c o n v e r g e n t .
U t ' : : : ' s e : ' u n e mo d L f i c a t . f o n q u a d r a t i q u e d u t y p e ( 1 1 1 . 3 . 2 5 ) .
S i j {> O , s i , ( u
k
) < :, ( t <k - l ) e t s i l a d i f f é r e n c e e s t ir~firH'1il"
e n v a ' l e u r a b a o L u e à u r ; s e u L l , f i x . é a L t a v a n c e , e r - r ë t e r - l a
c o o r d i n a t i o n . S i n o n c o n t i n u e r .
ô ) ï n t . é g r e r ( 4 . 7 ) e t e r . r - e g d s t . r - e r - h ·, { ( . ) .
c ) R é s o u d r e l e s ~I p r c c t e c e s l o c a u x d é f i n i s p l u s h a u t p a r r . c u t c
m é t j o d e n u m é r i q u e a d a p t . é e p o u r o b t e r . a r uk ~ l ( .) .
f ) Arr~ter :a c o o r - c c r . e u r c n f l i : 1 l . . : k . . . 1 _
u
; ' : n e s t r r . r é r i e u r à . u r ; c e v ;
r i x é f i . ; . ' 6 ,v a r c e . S f r . o n c h e r . g e r - k + ' e r ; k e t r - e v c n f r - e r . t ) .
c o m m e 1 " :8 · . . . 3 : " ' a v ( . .' . - 3 I J r é l : i r < a t . c l . a c i t . r - e 3 , n o u s n ' a v o n s r a "
a b c r c é _ ; ] ! , r . b : > , e : ( l a C. . . . I . V e , g E ! . 8 t ; l a r s : e c a s n o n - i q u a d r - a ' t c j - a c •
T U' . l . " ' : € f : : . : : : l ' u t L . : ' s a t . : . C T . a e l a : ' ! l o d' : ' f : ' c a t : : ' o n q u a d r - a t f q u e d e v r a i t
p e r - m c t t r - e d ' o b t e r . L r - L e p i u e s c . u v e n t c e t t e c o n v e r g e n c e .
R E MA R Ql ' E : E e s t ' i .m j . o r - t . a n t d e n c t e r q u e ' : ' e s d i f f i c u l t é s dJ.~s
à l a n o n - ü r n é a r i t é d u p r o b l è m e i n i t i a l s e r e t r o u v e n t p l u s o u
m c c r : e , m a i s à u n e é c h e l l e d e t a i l l e p l u s p e t i t e , a . . . n i v e a u d e s
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p r - o b L è me a l o c a u x ( p a s e » , a ' I c r - s q u e l a t â c h e d e c o o r d i n a t i o n
( p a s d » ) r e s t e a u s s i silT~le , q u e d a n s l e c a s L î n é e d r - e c - q u e d r e t d q u e
( c ' e s t - à - d i r e l i n é a i r e ) . C e p h é n o m è n e e s t b i e n d a n s l ' e s p r i t
d e l a t h é o r i e é t u d i é e i c i .
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R . : : : 8 ' ' : l T A T S e cc o u Q l : i - : S
L e s r - é e o l t a t s p r é s e n t é s ' 1 M S c e c h a p i t r e s o n t t i r é s d s u n e
é t u d e e f f e c t u é e p a r M • . . J U B O U E , é L è v e c -L r . g é r . L e u r d e } e a n n é e à
l ' E c o l e d e s Mi m ' s d e P a r i s . I l n e c o n s t i t u e p a t ' u n e é t u d e e x n e u e -
t ' i v e m a . i u - e r v e r . t e e u I e m e n t à . a L l u a t r - e r - q u e L q u r s a s p e c t s d e l a e . i s e
c n c e - a v r -e a e : ' o l g o r : : . . t i : me , l u l n v o r . t ! - ' U ê t r - e é t u d i é s t . h é o r i q u e e e r . t .
~1. i-3Tt_c1.:;'~<:r , i 2 . 5 . I o r . i . o r . t q u e l q u e c i u a i c a t i c r . s s u r l e c r . c ; x c e s
p a r e r . c t . r e o "';;1.l.~ l e s m a t r i c c o Q c t n t n t . e r v e n e r . t c a r ; s l a
I l...:. ~ i : c a t ic : . l . u ' d r a t l q . l ' (1 j l . 3 .2~) .
1 : : ' e c - t , . r é r i m p a r l e s c o r . n é e s s u t v a n t e s
[
- , - , , 2 ', 2 ' ) U . 1 ' ? Ù C , ( J , ù t . 2 5 ' 0 , 0 0 0 0 J
r = _ _L~ ~C~Ü~ :,-': ~ ~2:__; _ _1. :l.LJ~: _. ; _ _ ~ ,_O~'~: .
D , O ' J 2 5 C , O O C O , - 0 , 0 9 2 5 , o . o o o o
_ _ _ _ _ • • _ ~ . . J . _
0 , 0 0 0 0 0 , 1 0 0 0 : 0 , 0 0 0 0 : - U , 1 0 UU
~= [ ~~ :.~~• • \ . _~ :_~~ • • 1. . ~ :_~~ _]
0 , C t ' - 1 , 5 C : l , , e
_ • _ _ ~ _ L _ • , - -
, , } 3 : 0 , O ù : - 1 , } 3
r = : 2 5
L e s p c i . n t i L k é u j{f ~nü, ti e r:. t l e d e c c u p a g e f o l . o c . c e - c v e t . e n . e e ,
c ' e s t - à - d i r e q u e l e s y e t c mc p s t c é c c m j . o e é e r . t r o : : l > e o u a - e y e t è a . e c
d e c t me n a t o n s d ' é t a t ( n
1




" , - i ) e t d e c œ n . a n d e
( m , " ' l , m
2 < : :
1 , m
3
" , -1 ) , N o u s L e n o u a é t e r . c r - c n s p a s s u r - l ' l L t e r f r é -
- t a t i o n p h y s i q u e d u p r - r . b L è m- , q u e n o u e c c r a r n é r o n s c c n m c \ U : e x c u . j r ,
J ' ' ' : c o : > ' ' : ' ' e . ~a t . e i i L e r - é c u i t . e a u t . . . . r - L e e u n e r - é s o j c t i o n g L c b e L e
q u . ; a ô t a a L i e u r - s é t é e r r e c t u é e • L e r é s u l t a t q u o , r . o u s e r . r e t : : ( ; ] : . : :
e a t 1 1 ; ; s u i v a n t
[ v a Le u r - o } - t i m a J E a u c r - â t . ê r - c ) • 1 . r I t " " ' a g i t r c n c l a s i c i l i e f ~ . : · ,
l a p r - e u v e c e l é o . ç " , _ s : ; l < lIC f - . J e l a i ; l~ tl. w.j" q \ . 1 . I J . t à l b . t a l : " l f " \ J . t : : : t i
c r - c b I è m e s q u r i I e - s t j o a s i r . L e . i e r - o a c . n r e • n o u s e v c r a a.:t C'~t r;
c e t t . c t a t L j e - ~. " ,:t-·" tf' r : ,~ . r . o u e - au: ( ': ·~ ~' ,.r u r . ~ l'al .~ : .(J ll b~ · ·
r a . - G a L : t " s p- r r. ,c ~ t a: . :' 4 ' ' ; t l ; : ( ' ~ 'la, [ , , ' , I . . .- c t r c : : v ' ~ . ..:~ :, ' à. I :. r .d : , t < : u . . ; "
a s s e z f l o u .
R e m a r - q u u r . , - C o . 1 . " ' - a e n t q u e l e s c c u p . La g e e , t e r . t p a l ' 1 a " J; ! . " ' :
q u e p u r l e c r::'t~l''' , e n t r - c I e e s o u e - e y e t . ë s e e , S U i t r . c r . I. ~ C~ l ",;<' a. Ll l. ".
L e s c a l c u l s 0 1 ", 1 " ~ té r r u r ..j ~, u u r - u r . c a ' I c u I u t e u r d i t ; i t a l
( C l I - I R I S 8 0 ) , r e e i r , t é g ] · a t i v r . s n u m é r i q u e s p a r l a m é t h o d e d e
R u n g e - K u t t a d " o r -d r - e 4 s e f a i s a n t a v e c W 1 p a s d e t e n p o . c t " , - ' .
N o u s n ' a v o n s p a s é t u J i é l a s e : , s ' ; ' b L :d t é d u n o n . t . r e d e p a u
a ' i t é r a t i o n s ( n é c e e e a t r e e p o u r c o n e n . é r e r l a c o n v e i ' g e r . c v c c r œ . e
a t t e a u t e ) e r . r o n c t i c r . . r u I- J o ~.r, t (l e c é r . e r t u
e (
. ) d e l ' !:Il ( .: c~ t n::;( .
k s f ' c r - m u I e s - t t t~r. \lt' .~ c a u e l ' t " t u 1 . , t ll '; (,r ~1."'" c o r . t cJ:; '~ < Z e x j v i r i t ,
à C I : " .:u~e t. L e lJ "' ~ I . t d t : J ' : 1 - é :d · t . c e r u H ! C t vL: ,l lJ ,H~
a 0 1 r - a t . t \ . <1 . " v a c e u r . ; 1 . ' ; ' t L a . c e o u c r . . t~:'l
s u i t e n v t r o r . 4 4 0 % J e l a v a l e -u r u ~ t i n.al t· ,
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1 . ~, . i . ; o . t i t . ! , . i e l a mo o a r t c a t i o r .
: r " , a l r : J t ' : " : J . ' . I( · ) W~ c u i . v e r - g e r a s , c e q u i m c r . t r e l a p r é e e o c e J ' i r . t c r -
œ t c c r . s n o r . n é g L x g e a b I e a e n t r e e o u e - c p ' r - o b I è me s , I l n o u s f a u t d o n c
r e c o u r i r à l a m o r t r t c a t t c n q u a d r a t j q u e ( I l l . 3 . 2 5 ) q u i d o i t
t l . é c r - aq u e m e n t a s s u r e r l a c o n v e r g e n c e p o u r d e s m a t r i c e s Q e t r r
o u t r i s a m m e n t p o s i t i v e s ( c f . l e m m e ( 1 1 1 . 2 . 2 . ) ) . C e p e n d a n t l e s
c o m me n t a i r e s s u i v a n t s c e L e mm e o n t Bu~éré q u e , s i l ' o n p e u t
t o r - m uL e r - t b : " o r i q u e m e n t u n c r - L t . ê r c d u m e i l l e u r c h o i x p o s s i b l e d e
<~ . . s m a t . r - L c e s , c u é g a r - d à l a v a t e s a e a l " c o n v e r - ge n c e , f L e u t
t i < . J . H f î i . . :" : ' : e i f ' p a r v e n i r p a r c e t t e v o i t ' à c e me i l l e u r c r . o t x .
A U ' ; " i n o u a r . U t < B SOr. ~-:I ( , - ' c e r . c r . ë e m . r - ' : : :1 " p r - o b L è u e j . r - a t i q u e
, · y 1 o l ' l .:l ! j t - l .l J < :l q u u . : v o i c s - t - 0 ; : w i b l . c : n c t "'~, t i r a n t q u e . . . . q u e s
; o C ' i t, ; r . e l l. ( l ; t r . 1 . < > ~~81 ;i.' L' x Jl{r: ~ : e f"f-\ e s t l e s u i v e n t :
c ) ~2:'; .:l :,:. . . .J ' ~"'(, ( · t ç " " 'l' ~ e t r u c j . . r -c h c r n u m é r L q u e t n e r r t I . . . . me i l . . .e - u r
y ( , . é U ' ' " , : " ~rc l :":; " l' l,; a u t y ; -. . . . " u c c . . . . . : . C J . c c r - é c ' ' } ,
t ) :-:s~ aye r ~'- C e -t I r: y k e t r - e c r . c r u . . e i - I e n u i ~ )ev:' y .
. . : : } S c~ . . . . y ; e t y ; re S1--'- wt i v o'~ t' I: ; I e a v a I e u r - a " o p t i ma l e s "
: - l · e : : ; " ' \ " I . ' " o , J . (.~ . :: C ~ '" ~ - = ) ' 1 / ) ' 2 e t o n c l . e r - c t . c : e m e c L e u r
y ~I. e . r o p t . a i . t ~ - ' ' l ' R e t ~ " - ' ~YQ .
:'~l !~, , <: ,' : ' ; r<' a e : " : l' : ,L'~ ' l' ;,~ ' l (~ cll Cl : r" c o n s i s . t . e a t . r - c c v e r d < : , U X
v e I e -u - c t ' J : 0 C t, 1 l ' é C1 t . I 1 û p t i . : T . I . m , :!. ':'; l .~· r l < ! ' L a q u e L l . e l ' a l t ; o ? ' l t L n , e
l ~v i'ri:"e ( ' 0 , ; l ' a l l t r e ~(,l;: ' 1 : . l U " ' ; 1 < - i l c c t v e r - g e p u i s à a r r c r e r l e
" l ' l , l x . ' l : t l ' , · c o r - c c u x v ,) l . " ; r : ; . : k t ( , I I : J q u e l a d i v e r -g e r . c e e s r
; ~' : t ' (' ''' , ' <- I ~. ' 1 : 1 < ' h ' s v e . , . L ' , ' . i i v e u - i u c r ' : t ; ' l ' " , ! ; J ( l . < " ) l
. . : ; ' · · l ' ' : l t t ' : ; . : : · ( . J l .U ; · , . L~' ~ i 6 : ' . ; .: : . : . l . t : " " ' . " . : ' ) . C . : : J . " e s ; q u e
• ;', ' ~ , ( , ' l ~ ", ,, < : 1 . s c r t e r . t l U " r e c a v . . . . l'~c ; . c e 2 e r - é v è I e ,
C'~ , v c r t J . 1 & i l : t - u , s p a r c e r a ' : s c . r . r . e m e n t q u e l a c c r . s t a u a t i c n
; ' ' , . , J . t : c c r . v e z - g e r . c e n t a a a u r - e p 1 . . 1 . U :, f A t . ';" ~,.,-~ r3.te uT ( I l I . 2 . 1 4 ) S OI t
H; ;'i!;l - ~o ,"'j ti f ( i l a u r r i t u e r e c t e r . i a n e s o n " n e y e u " Ç o s : l t l f " ) . O n
r . e v a f t o é j à q u e c c i t e c o i . d L t u . n l ' < 5 t éÜ t p a s n éc e e e . . r e ma ' . ' : ;
c e u . I e m- r r t e c r r i e e n v e • C e p e r . d e n t , d a n s l e s c a s p r a t : J . q L : ( ; s , c n p e u t
e s t i me r q u e l a c c n v e r - g e n c e n t a L l e. . . u q U I- ~; i l " o p é r a t e u r e s t a u
n o i n s e e mr - c é r a n i - œ o s t t i r .
3 . R é s u l t a t s e t c o n c l u s i o n s .
D v u n e m a n i è r e g é n é r - a j e , o n p e u t d i r e q u e : : a p l u s f a : " b l e
v a l e u r d e y p o u r L a q u e L ' l e l a c o n v e r g e n c e é t a i t c b t e n u e é t a i t
a - l s . ; i : : a v a j e u r - o p t i ma l e • D a n s u n s e u l c a s { p r - o c é d u r - e a ) - c f . r .
o n a . o b t e n u u n e v a c e u r - ( y : 2 , ' : I 6 ) t n j ' é r - f e u r - e à 1 & v a l e u r o ç t i m a l .
( y : 3 , 0 6 ) p o u r l a q u e l l e l a c c r . v e r g e n c e a v a i t e n c o r -e l i e u . c e c c i . c a .
e e c i e s t u n p e u l e f r t : .i ; d u r a e a r c d e l a r - e c h e r - c h e a u t o m a t L q u e ,
) a.~.s ; o \ . .s l e s c a s , s i y é t a ' i t l a v a l e u r o p t i m a l e , l a v a l e u r
y • y - 0 , 2 5 r - e r . c a i t l ' a l g o r i t i me ë â v o r - g c i . t •
o n p e u t { Jo n c u i r -e q u ' i l e e t ~ ..< C'te : , p c e S J a i r e d l ? r - e n c r e
l ' o p é r a t e u r ( 1 : : . 2 . 1 4 ) p o s i t i f , e t q u ' a u c e ï . a , l a e o cL r i . c a t t c r .
q _ a a r a L . j ,. . .e r - e l e r . t i t l a "c o n v e r g e n c e • J r . a v a i t dé~à e u l ' i r . t u i -
t . L o r . m a t h é n . a t L q u e ( p a r u n e f r r t e r - p r - é t . a t . L o n i:é om~ tr::' lt.(' ) , j e ( ' f -
r - é e u l t . a t c a r . c : . ' a : g o r ' ; ' U . m c : 5 J .
I e s L . c , n · s 1 , 2 , 3 c c r - r - e e p c r . c e r t r e s j e c t c v e m e r t a u x e e s a a c
a ) , b ) , c ) . O i . a f a i t s e u r e n e r . t f i g u r e r c e r t a i n e s v a:'e~r.o : . : c . : .v t - J -
g e n t e s [ d o r r t l a me t L l e u r e o b t e n u e ) . E l : ' e s d o n r . e n t L r é v o l u t â o n
d u c r - i t è r - e ; ï { U
k
) a v e c : : " e p a s k d t a t é r - a t a o r . u e c o o r o à r . a t i o n. •
E r , c o m p a r - a n t c e s d i v e r s e s c o u r b e s p a r t r a n s p a r e n c e , o n p e u t t i l ' .
l e s c c r o I u e n o n a s u i v a n t e s : l ' u t i l i s a t i o n d e R s e u l e ( b »
d o n n e d e me i l l e u r s r é s u l t a t s q u e l ' u t t : : " i s a t i o n d e Q s e u l e ( a » ,
m a i s e u r t r - u t , : a " s e n s i b i l i t é " d e l a c o n v c t - g e n c e à d e s v a l e u r s d c -
y s u p é r i e u r e s à . l ' o p t i mu m e s t p l u s f a i b l e a v e c r r q u ' a v e c Q .
C ' e s t b f r - n s û r - c e o e i . x i ë n . e j . o . i n t q u ' : ' e s t : ( ' p l u s r n p c r t a i . t
c a r p r - u ' t a q . . . . . e m c i . t o n l ' le c n e r c t . c r ' a p a s . , C OF .l I ' f ' r o u s L ' a v o n e f a i t
i . c . ; ; l a " me ï L l e u r e " v a I e u r - n e ; e s e u . l c a c r . t ~. , " b e n n e " v a Le u r - ' " t
: . : : ' r r. p o r t e q u e l a c o n v e r - g e n c e o b t ; ' r . ' , e n e ' : ; 0 : ; ' t p a c . I l b e a u c o u j .
a r - I ' é r - j e u r - e à l a n -e a I L e u r - e c o r . v e r g e n c e q u e : ' c n p c u r - r - a l t o b - t e r n r .
C e r é s u l t a t s u r l a e e r . e i b a L a t é s ' t x J ; 1 i l U< " c i l ' Or ! c o r a t c ë r e l e s
r c r u u . l e e ( ù l . 3 . 2 1 ) a ( I ! . L . 3 . 2 4 ) . E n e f f e t , o n y v o i t q u e l a
m e t r - L c e 3 . i n t e r v i e n t d L r - e c t e c . e r t a l o r s ~u; l a ma t r i c e Q e s t
p r é - e t p o s t - mu l t i p l i é e p a r L r o p é r a t e . . .r G c e t s o n a d j o i r . t q ' J . l
" t r a n s p o r t e r , t " a u s s i d u c o u p l e g e .
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! o ; n f : r " : " @ s s a i c ) n ' a p a . s o o n n é c e m e L l I e u . r s r é s u l t a t s
l l @ b ) E t : ; . ,- C : .I i ' , o r . p C . l t . r r r e , J f " S r - é r -i L t a t s n . c r r . a b o r - s C O : . C C ' : ' L 8 J t
. c a s r - n s d b . . .l i t é c e - l ' J . . , : . ; t lOé'"i'l""~ 3 .U v u u e u c o n e d d é r a t i o n e c t - o c s s a . . s •
J > S me t L r e c . r e s v a L e u r s d e s e s e a a a a ) e t b ) e y an t é t é r e e r c c e c v c m c r . t .
Y ~ = 3 , 0 6 ~ e t y ; = = 6 , 4 7 , o n a p r i s 1 3 " " 0 , 4 8 e t o n a c e t e n e l a
v a l e u r Y 3 = : 3 , 2 9 . C e s v a l e u r s p e r m c t t e n t d e c o r r o b o r e r e n c o r e
l a t h è s e q u e l a me i l l e u r e v a l e u r d e y e s t d a n s t o u s l e s c a s
p r o c h e d e l a p l u s p e t i t e v a l e u r q " J i a s s u r e l a c o n v e r g e n c e . E n
e f f e t , o n p e u t f a i r e l e r - a a s o n n e mc r t h e u r - L r . t . L q u e 8 u i v a n t . D a n s
l e s t r o i s e s s a i s a ) , b ) , c ) , o n a a j o u t é à B - A / 2 u r , o p é r - a t e u r - l . - :
t e l q u e
t r - a c e ( M ) " " t r a c e ( A / 2 - B )
C o m rs B ' " " \~ /Y;
q u i p e u t e n c o r e a r é e r - j r e C l . v e r t - : < 1( ' l a p r - e m - è r -e é q u L v a L e n c e
J ' c i e - t e r - m i r . e r , : : ' 0 9 . f L . ; . : , e 4 r e p r - é s e n t e . l ' é v e , -. . l t : o r . { l e ; ( u
k
)
I o r - e q - , e l a I e r - n L è r e c o m p o o a n t e J E ' l a c c nm a c a e ( ' - ' 3 ) e s t b~ O q 'lée .
a p r è e l a F r e m i è r e i t ~ ra ti. (,;. , à 1 ' 1 t r - e j c c c o i r - e o b c e a c e . . . . . " e . s s a a
c o r - r - e e p c n . t à ? " ' " y ; R , Q = O . O n v o r t q u e j . a J é c r o i s s a r : c e m o n o t o n e
e s t ma f n t e n u e m a i a : : ' a s t à t i c r . u a ' r i t . é e s t v i t e a t t e i n t e .
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1 . I L' f , : r Gb l è c . e d e : 8 j é c c m l o s : i t : i c : : -. • ', "" h ? l ] u u ' , c c r - e i d é r - a t i r n s .
:::>8J":~ I e e c l ' a~i t r - e s r . r é c é s e r . t . r , c r . a t . c u j c t . r - s s u p p c e é j é f : : ' r . : t '
u n e d é c o n . j c s j t L o n c e c e c p a c e a c t é t a t , c e c c e n . c . J e , e t c • . • , c e t t e
d é c c m j . c e c t i c r . ir. tI' -;.:îJ. ~sar.t J e s i . r t e r - a c t I o r ; s q u i o n t é t é t . r e i t é e s
p a r d e s m é t . l. o d e s d e c c o r - c i r . a t i c r . c c r . i . œ . t t a e u à c e e n : : ' g c ; r : " t r . n e e
I t é r a t i f s .
E r . é t i - c i e r . t : f : ; ; : : ( ; : : -. 1 : ' t :' C!.~;J ( C L -J V ( -l'l;"'~C " c c : . ' . ; . l e t ! · j t : . l : , ! '
g é r . é r - a I d u c r. a l - i t r e I I I , o r ; a v u e r j e c - e r t r e l ' ü . . f h , c r . c e d e L a
ô é c o m p o e r t i c n c t . c a e r e s u r l a c o n v c r - g e r . c e ( 0 \ ; . t . v I ; c c n v e r - g e n c c - ) e t
mê m e s u r l a v i t e e e e û e c c n v c r - g e r . c c c e c e t a L g o r - L t l m e c o o r - d o n n a -
t e u r .
L a c c n d a t i c n ( ~ L . 2 . 5 ) r -c e u m e < . ; t t t t ; ' ; " - - . f J u e r . c e c t c e r - e e t c e
s ' e r , f a i r e u n e i d é e 6 1 , . ; n c t r . s a n t u t t c . v c • 8 1 e : 1 q u e n o u s a y o r . e p u
t c u i - n e r c e t t . e c o n d i t i c r . p a r l ' a d j o r . c t i o n d t u n e m od i f i c e t i c r .
q u a c r - a t i q u e ( l I l . 2 . 1 3 ) , c t : l 1 p - c i !.~, f a i t q u e " a t a b d L d e a . r - " ] ' 8 1 -
G c r i t !t r ' . t c r )': (,~. .d é r - ar . t : ; " ' : ' c a r t d e : . sc i c , c o m o r . â c o ",UC ~ F S1 ~ :V €S
u , < : e t 1 . . ". , . 1 . I l n t e r , e s t p a s m o i r ; s c L a f r q u ' i l e x î e t - , d e s
o é c o n . p ô e : ' t ' : ' c . r . s ~lul' o u m o a n c r . a t i . r e L l c s j '~• •~y , · t b ; . i e e : : : ' < . b & . : : : ' c r .
. : o : , ; s - s J : · t è n e s e t q u e c e c i a e t J ' l 1 j . . . : t ~· l.A 1· L a v : t t S : ; ; ( ' n « c o r . v c r ' g e r . c e .
C e L j e c -c f e r t u r - e f C: T . ' . ; l a t ü m LèU::' ~ , U I I <t ' j ' u r . cri t~! ',; c e c t : c c ,x
: i . l al . s l ' o p t i q u e d u § 3 d e L t L r . t . r - od u c t f c n ( c é c o m p c e t t t o r ,
h o r i z o n t a l e e n T h e u t u n e c o m m e n d e c é c e r . t c - e H e é e e r . l i g n e ) , l a
ô é c o m p o e i t i o n d u e y s ' t c n e o t t m r c o e i : : é 1' ' ' r I J . ! t . r r . c r : t d ' e l l e m ê n c p a r
C e S c o n a l d é r - a t d o n s p h y s i q u e a , I l n r e r : v a p t u e d e m ê m e d e s q u ' i l
s ' a g i t s e u f e n e r t d e c é c c n . j . o e r t r c n Jd~ c a ï c u i c (oiJtL~Ut· d u § 1
d e ] ' L n t r o d u c t . L o r . L } , L a c é c c n u o e a t i o r . e s t a l o r s u r . c q u c m e r . t
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~. .: . <.: t~ "",: d u L - : ' J \ ~ : , 1 l ' . c i c a c t . a t - ; - . : < : ; ( · . . : n · _ c
J l" \. lJ l ~ :lj(' . C e t t e q l , , , , . ; t i o n o s t , d ' ri l l t r . . l: t j . L u a c r - L t i q u c , c e n e j c
c - a c d ' u r : p r - c . b l i m : · j ~·u.ln ; :' q\; e , q U I ' l ' l I . t e r v a l ) < . : J . < ! t < . , ; I l I I ; 1 ; ; j [ t c , T ]
s u r L e q u c L e a t J , . - l . ' ' : I l ' p r ' \ J t l t f f i t ' e s ' t l OTI t ' : . N O l , ! ' aV L'I. ~ p u n o u n
c c r . v a i n c r e p a r d e s c c n s t d é r u t L o n e h e u r i s t i q u e s , e a n a a v o i r
c t . c r - c h é à l e o é m c r t r r - r - t . h é c r - L q u e n r e r . t , a v e c " : I F l J l ?l q : r o " s s i o n u
( I I I , 3 . 2 1 ) C t ( I L . 3 . 2 2 ) , '.11, ( . l a c c r . L t t t c n ( 1 1 1 . 2 . 5 ) é t a i t
t t a u t . a n t 1 - '1 ' - - 1 > 1 , 1 i r L . . . J " . à c c t i n r u i r c q U I ! [ t ( . r ] é t a i t g r - a n d
( d n f L u e n c e , l U I ' Q c t < % : ) .
U n c a r - v t r â m o o' t c c L u i o ù c v t i ! . t e r v [ : l j c · C G t i n r i i . a , n , , , , : ,
~v~ ; ' " , ; • ) ,
: " c . . . ' 1 1 1 , : . 1 . ' ( ' 1 . , : r . a r . i r . . • " t d e u t !' a~t;(; ­
o;,.I ; . ~ t l ' : : ' t · . . :;. , ;, <.:r:.( ~ ~ c r . p c c a c . c l e c •
· l · ', i ~_ ~ r., ite )' l ' : , t c i - v a ' ; , , ;.".~: : t' C l .
. , C ; a l ' l " - l ' ; J . . .r :'j; '~rnn. , r T ' O l ; : . : 1 1 ' a c r - n c f i t : " l n ! ' f ' : • . u i - q v r : ! J'·~(; '"'I '-" . · , , ­
. n . r - 1 : . . . G c , i J oI _ 1 .1 , . J I . . "~I .Vl· I":I..!. (.;" ~ ,) L. , · n.d t CL' l· l :..:. i l . " r.l~'I . t .
Ul . v e " ; ' ç " " : ' r . u r . v r : o u r 1 ( ; j r - c b L è me > . l1 . O r - t ! t ; U l a t e u l ' - s t l : l t i u . -
l l a i n ( r - l "L l ; H - r r, .· L f . ' a : r e - ' 1. . . . . a d r - u t L q u c à h o r - L z o r . i U " l n i ) j - c . i . r ,i ~ -
i â r - e ~ i l ;c; : ji j"f' .:: ) , ~ . , c~' ." : l \ j 1 . . , u H t . , ! " i J 0 1 . : J c a r n o u s t.J'I.1 ~t , ~. ti L e ~ l' l_ L :ic -
: ' . " j -" o ~' :J-l i ~: :e , n n r "'l l c tt~l' t.. l , n . : c i e . r . i r i m r - ; .; :J 01; :': -f'::, C' o J.(. !:l e ~ r . t - n
: ' 1 . : ' t ; ' r : i e t . i f 3 , . l e . : . : ' ( , . l' i '''''l '~ ' '' _ l' u c c r r i i . a t . L c r . r . ; a o i t , r é c e n s u t r - e .
: ! : l l i J e l f , n " ' I . t , · 1 , ,' C ; " c . . . . , . ' . ; ' : 1 - ' , : . : . 1 à , ; J , c a c j u é e L , I : ; a ' : , ; c U I:~1 ,L' c .n V i d . l i . '
v o i r m . n t . r - r v i a r . I l r < " : t " n , j t a c t - c u v e r - q - m , s (. ~ ~.;. ~ ' f e c e c a a
. : x : r ê : : ; ( , 1 < , ' ;r, a~ ~ ! " . . t i . l / ! ; ; : i l l < ' 1 . ( , : ' ' : l 1 1 C l 8 d é r i r - j r I·~·t,
1 ' 1 ' 1 "
t : ; ' , ~ ,
. ; \ , ; ' ; " 1
r IJ t~J ~ . ~ ·I -,- C , - t C l . 2 V ' ' ' J ) ,
; . Cl ! · : 1 ' : : 1 : 1 ' : \ ' : . . , "
x : : = : F x + G l l x ( n ) : : = : a ( 2 . 1 )
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( 2 . 2 )
l i m x ( t ) = 0
t . . . . , . , . ,
L e v e c t e u r - d ' é t a t e s t d e d L m e r s t c n n , l e v e c t e u r d e c c c a a n c e d e
d t r c er . s t c r . m , I e s m a t r - i c e s F , G , Q , R , S s e n t d e s œ a t . r i c e s d e ô f c e r >
s a o n e a p p r - o p r i é e e , i n d é p e n d a n t e s d a t e mp s . L a [ J a i r e ( F , G ) e s t
s u p p o s é e c c m p l è t e n e n t c o m t na n d a b ' l e e t R e s t s u p p o s é e d é f i n i e
p o s i t i v e . P . . .r - c c n - t r - e , 8 .U C U I. e h y p o t . h ë s e a l ' p o s i t i v i t é n ' e s t f o l k
s u r l a ma t r i c e
( 2 . ' )
c e q t < l e x p l i q u e l a p r é s e n c e d ' u r l ! ' c o n t . r - a L n t e t e l l e q u e ( 2 . 3 ) . c . ,
p r o b l è me a é t é a b o n ô a m m e r r t É t t . J . i é p a r J . C . ' r \ ' l L L E MS u a r . e u r . r - e r . a r - ;
q u a b l e a r t i c l e f } 9 ) q u l f a i t r e s s o r t i r 1 t i r cp o r - t a r . c e , o e l a
f e n c t i e n 6 d u n o a t r e c o m p l e x e s , à v a l e u r s d a n s l
'
e s p a c e d e s
ma t r i c e s ( m x m ) à . c o e r r t c t e n t s f r a c t i o n s r - a t t c n n e ï t e s
( 2 . 5 )
C e t t e r o n c t î c r . a é t é : ' d t i a l e rn e r . t f r r t r o d u i t c p a r P O P O V [ 3 3 J . E j L e
a é t é a b o n d e m n . e c t é t c c t é c p a r B E R l ; j - l. . . A i h J c t C OJ E ; , ( e j e t o e r t a a r . s
d e s r - é s u j t . a t . a o b t e n u s s e r o n t r a p p e l é s e t t . t i L s é s i c i . c e r c e i r . e
o n t é g a r e m e n t p u ê t r e t r a r . e p c s é s a u . p r - o b L è t . e L t n é a i r - e - q u a ô r - a t î q i . c
r . o n s r a t i o n r . e i r e ( à h o r i z o n f i n i ) ( c f . E E R . l i H A R J e t C O; l EI : [ 9 J ) .
C ' e s t q u ' e n f a , j t L t t r r t e r p r - é t . a t . l c n d e 6 ( . ) e s t s i m p l e . C r . a q u e
f o n c t i o n ' t e m p o r - e L l e ( x ( • ) , u ( • ) • • • ) a s o n é q u ; v a ï . e r , t f r ' é q u e r ; t i e l
j - a r - l a t . r - a n s j ' o r m a t i o n d e L a p l a c e . O r . : ' - e n e t e r a p a r l a mê r : . " l e t t r e
( x ( s ) , u ( s ) . . . ) . A i n s i , p a r d e s p r - o p r - L é t é e b i e n c o n n u e s d e c e t . t . c
t . r e n e r o r - m a t . t c n , ( 2 . 1 ) i r r . i . , l i q è < e :
e x f a } - x ( O ) ~ F x ( s ) + G I J . ( s )
- b C -
( 2 . 6 )
s e - t t
x ( s ) ; e ( s } ( : : i u ( s ) " " " a )
4 > ( S ) ; ( s l _ . F ) - 1
( 2 . 7 )
( 2 . 8 )
O r ; v o i t q u e < : > ( s ) e s t l ' é q u i v a l e n t f r é q u e n t i e l d e l ' o p é r a t e u r
4 > d e l a d l f f i n i t i o n 1 1 . 1 . 1 e t l I ( s ) e s t l ' é q u i v a l e n t d e l ' o p é r a t e u r
A d é r i v é e s e c o n d e d e ~ ( c f . f o r m u L e ( I V . 3 . 7 ) a v e c D = 0 ) .
L a d é m o r . s t r a t i o n d u t h é o r è m e 3 . 1 c i - d e s s o u s n é c e s s i t e q u e l q u e s
t h é o r è m e s p r é L i m t n s d r e s q u i s e r o n t r a p p e l é s i c i s a n s d é m o n s t r a t i o n .
T H r : C R D T 2 . 1 : S ( \ U S l ' h y p o t r . è s e d l " c o m n l è t e c o r s - a n d a b t I i t . é d~--l!!
~:hŒ ( F , G ) :
a ) ';.~__Cl.'.::..ê: .t ~ o r. d e Ric~ati a l g é b r i q u e :
a u n e s o l u t i o n s v : n : lié t r i T l . :e r é e l l e s i e t s e u l e I : " . e n t s i
' f w E u , l I ( i w ) ~ G
( 2 . 9 )
( 2 . 1 0 )
( i 2 = : - 1 , t . ( s ) s e r : i - u · 1 f i r i e p o s : : t i v t ' s u r l ' a x e i m a o t i n a i H . )
b ) S o u s l ' h ' l P o t h è b e ( 2 . 1 l , ; ) , i : J . e x i s t e u r e s o l u t i o n ma x i c : a l E ' p "
d e l ' é o ' ; a t i c n ( 2 . 9 ) , f ' e s t à d i r e , n , ; e p o u r t o u t e a u t r e
~ P, ~ o'
: ' * - P : < : C
D e n l è , l : J 1 e 3 r a r : : : ' e s r é e . . l . e s d e s v a l f ' , ; r s n r o p r l " S d e : : 'a " s i e . . t r I c e
b ou~l ,f e" s c r . t r b ( A . t i v e s o u r . t o l l e s
~ p * e s t l a s e u : ' . . s o l u t i o n d e ( 2 . 9 ) ' : J o u r l a o u e l l e c e c i e s t v r a i .
- 8 1 -
c ) S o u s l a c o n d 1 t i c r : :
( 2 . 1 2 )
p * d o n n e l i e u à u.~e c : : : a t r i c e b Ol . . < c l é e a s y n : ; p t o t i o u e r : :e n t s t a b l e :
( 2 . 1 ~ )
d ) S o u s ( 2 . 1 2 ) , l a s o l u t i o n d u D r o b l è m e ( 2 . 1 ) ~ ( 2 . 3 ) , p o u r t o u t e
cor.~ i t i cn i n i t i a l e C l , e s t c o r . r . é e p a r l a l o i d e c ornn_ a'1~~ :
u = - C' X ,
( 2 . 1 5 )
C e u h é o r - ê me r é s . . .n e : ' e ; ; ; j:..r i ~ c::' paux r - é u . . . . L t . a t s c e i ) ' : : l ] s i . f . . . . u t
e r . ê t r e t r o i . v é e : 6 d é n c n a t . r a t i . o n ,
D L i . r . t r o r u t t m e f . n t e n a n t I l
HYPOTH~SE I l : F ~ - l " n ' o r , t F a s c te v a : e u : : , p r o r r e c o m m u n e ,
J E F I N I T l ü N 2 . 1 . : E t a n t d o n r . é u n p r o b l è me ( 2 . 1 ) ! . ( 2 . 3 ) d é f i r : i
D a r l e o u i n t u p l e t ( F I C i, Qo , R t S o ) ,~e f a m i l k 3 a s s o c i é e
i l . c c o r - o b I è mo l a f S l r .i 1 : ' . . e d e D r o b l è m e s d é f i n i s Da r F , C i , R . e t l e s
~ri ce s Qn ~ Sn ai n s i o b t~ - - -
i l ' F + F ' n = - ~
( 2 . 1 6 )
( 2 . 1 7 )
e n y p o r t 9 Y_t F I G , Qo , S o ( d ' o ù n O E ! ! . ( 2 . 1 6 ) e t : ' I t y p o t h è s e
J I mii~ H O . E ! . = : ( 2 . 1 7 » ) .
b ) : Jo u r t o u t e ma t r i c e n symé tr~ 9.lf' r é e l l e . d é f i n i r à f i a r t ' . r d e s
~tior: s ( 2 . 1 6 ) ~ ( 2 . 1 7 ) , I I ' : -' , G , 1 , o , ~p~ Q ~.! Sn
L t h y p o t h è s e J I a n s u r ' e L v e x L e t e n c e d e l a s o l u t i o n n O d a n s a ) .
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( c f . G ANT M A C H E a ( 2 1 , p . n 8 ] ) . D a n s b } , o n p e u t '~ : il ise r t o u t e
m a t r i c e n e y m é t . r -L q u e , r é e l l e m l ! r r , p . n o n p o s i t i v e . L e s é q u a t i o n s
( 2 ~1 6 ) e t ( 2 . 1 7 ) s o n t c e I I e e d u L e mme d e Y A COU B O V ! C - K A L W . . A N - P O P C V
o u ' L e m m e p o s i t i f r - é e . ; ' : ,
T H E O R EY E 2 . 2 . : A v e c t o u t e s l e s h y p o t : r .è s f > s p r é c é d e r . t e s . l a f a m i l l e
a : e s t t e l l e g ' . l .e :
a ) . ! .Q.u.§_!~~r..Q.:O). ème s o n t l a mê m e . r o n o t t o n ! ; ( s ) . 9 2 : ! . L . Y 1 i l l !
b ) : ' 1 5 o r . t t o u s l e m l ! n , e r e e ô c e c k C e t à o n c l A . m ê r r . e a o I u t i o n .
D é a c r - e . a t e , n e : . . .s r . o t e r - c n s E a . ; l i e u c e p C , p - aî e q - r e c e t t e
m a t r ' : ' c e e c t C O r : . n ' , l L O ' a t c c t e . a . c f 3 : : i 1 1 O ' ; J . L e t h é o r è m e c c - o e a s u s
e x p r i me q u e t o u t e u n e f a m i l l e J e s t i r c l u s e c e r . e l a a ë e e c r a s s e
d ' é q u i v a l e n c e d e p r o b l è m e s d é f i n i e p a r l a r e : : ' a t i c n " o n t : a m ê m e
I ' o n o t i o n / J . " e t a u s s c d a n s L a m ê me c l a s s e d t é q u i v a I e n c e d é f i r . i . e
p a r l a r e L a t i o n " o r . t l a ~ ,êrr.c : : ,o : ' u t i . . .n ' " . Or p e u t m ê me mo r . t r e r -
r ' é c L p r ' c q u e n . e n t : e :
T 2 z C F, E / l E 2 . 3 : A v f ' C ' \ . 5 r r .ê n w s h v p o t . : è - s e s 9 1 . . < { ' o i . . j e S $ u s
a ) t o u s l e s p r o b : ' è r r. e s l u t y " C e ( 2 . j ) ~ ( 2 . 3 ) a y a n t l a m ê me
t.ol"'.c~i oy; l : : . e t l e . t I l € 'me j y r . a m : ' 3 u e ( F , G ) s o n t o b t e r , u a
à p a r t i r j e l ' - J I . de~ c a r : " a C C ' T t i t r u c t i o n d e l a f a . c i l : l " : J
c ) T o u s l e s u o b H m e s i u t ' i o e ( 2 . 1 ) i ! ( 2 . 3 ) a y a r . t ' e n :( l mf '
: ' : ' e " , 1 0 a c : : ' < C (~F-GC s(.~t as;:n: ~ ;: t :' :rcleme r_ ·, s ~a·ol e ) ,
: : " a "tl~ rr.e d y r . a r - . : ' g t - ' " U , . ; ) , P t ~ a ; r ;ê m e r r : a t r t . . . . p R s o r t o b t e r . t ; .s
à n a r t : ' r j e l l Z . : l e · . . . .' \ : D a:.: l a c o n s t r u c t i o n d e : a f a mi l : e 3 .
L c r - a q u e l a d yr. arr i ~ . . e ( F , } ) r . t e a t j . a n i m p o s é e , o n t . o i n b e s u r
L e : n " , o : : " è n e d e l a r - é a j i a n t i o n m: l r . l u . a ] ( : : e 6 , t r a i t é e e r - ( 8 ] 0 : '
f i
0 5
a r e ! : t l e s d é m o n s t r a t i c n s o e s t h é o r è me s 2 . 2 e t 2 . 3 ·
E r . i i r . o n p e u t t r o u v e r e n ( 8 ) o u e n [ 9 J l a d é m o r . s t r a t i o r . d u
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T H E C R . E : . Œ 2 . 4 . : S i l a ' C a i r e ( H , ? ) n ' e s t F a s o b s e r v a b l e , o r .
p e u t t r o u v e r u n e b a s e d e l ' e s : J s c e d ' é t a t o ù H , F , G n r e n n e n t l e .
f o r m e :
" ( F 0 ) ( G)
H = ( E
1
, O ) i r = " , 1 ; G = 1
l ' 3 F 2 G
2
( 2 . 1 9 )
~ F
2
e s t l a r e s t r i c t i e y d e F a è l S O è l s - e s n a c e d e s é t a t s n o n -
o b s e r v a b l e s . A l o r s . s i F
2
e s t a S Y l l l pt o t i c u e me y _ t s t a b l e , e r.
c o r . s i d é r a .' 1 t l e p r o b l è me d e t a i l l e r é d u i t e
l i m x , ( t ) = ü
f
t , : - , , ( 0 "' ) ( X
'
)
1T,~r, C ( x , ' " ) H , R u â t
d o r . t l a s O : · J t i C l -. ( f e e d b a c k C l ) e x i s t e , . o n o t H e r . t l e f e e d b a c k
o p t i r : le .l d u c r -o o j è n e : r . i t i a l p a r
( 2 . 2 0 )
( 2 . 2 1 )
( 2 . 2 2 )
( 2 . 2 3 )
O n p e u t v o i r I ' a c f I e œ e n t q u e ( 2 . 1 9 ) e t ( 2 . 2 3 ) i m p l i q u e r . t q u e l a
p a i r e ( C , F ) n ' e s t p a s c c c p ï . ê t e m e r . t . o b s e r v a b l e . De s r - é s u L t e t s p l u s
p r é c i s 5 ·. . . . r l e l i e n e r . t r e L t o b a e r - v a b i L f t é d e s p a i r e s ( : : : , F ) e t
( C , F ) e t I e v r - e n o y a u x s e n t . c o n t e n u s d e n a ( 8~ e t [ 9 ] . : . . e
e r . é c r - ë c e 2 . 4 L r . d f q u e u n t e s t .Jlll:ID~ l u i p a r m e t d e r é c u i r e
é v e r . w e t j e e . c n t l a t a i l l e c u p r - c b L è n e ( 2 . ' ) à . ( 2 . 3 ) .
3 . Un e c o n d i t i o n s u f f i s a r t e G e d é c o m p e s : t : ' . o r . corr, t:l.~ ..E.0b: ème
d u r é g u l a t e u r s t a t a c n n a t r - e .
C o n n e n o u s l r a v o n s v u l a t r - a n s r o r m a t t c n d e L a p â a c e p e r - e e t
d t e x p r - L me r l ' é t a t ex rli c it~t e n r o r . c t i c n d e l a c o n n a n d e
d a r . a I e d o a . a f n e f r - é q u e r r t i e L ( c f . ( 2 . 7 ) - ( 2 . 8 ) ) e t l ' é g a l i t é d e
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P a r - a e v a L p e r - m c t u t c x p r - i m e r - 2 . ( . c r i t è r e ( 2 . 2 ) a v e c e c u é L é mc n t ; s d e
s o r t e q u e l ' O I l j O > \ l t t . r a r . c r o i - c e r 1 0 > r . r u b l è ml O ' i r . i t : = ' a l e n l a mi n t - .
mi s a t i o r . c r a r , c r i ' t . È . I ' . q . r u d r -. . . t L q u c { e x p r - t m é e r . u l a ) u r u q u e a e r t } , S U I '
L v e n s e m b j e L t e r . s e t n b L e d e s u ( s ) r é a j i a a o j e s c ' e s t à d i r e d o n t l a
r - é a r t e a t . i , » : t e m p o r e l l e e s t m n a r . t i c i p a t i v e . O n a m o n t r é ( c f . [ 1 6 ] )
q u e l a r - é s o j u t i o r d e c e p r o b l è m e f r é q u e r r tï e L e s t é t r o i t e me n t l i é e
a l e r e c t . o r - a e a t i c n f o r t e d e 6 ( 8 ) q u e p e r me t l ' é q u a t i o n d e . a a c c e c r
( 2 . 9 ) . L a c c n d i t i r r . ( 2 . 1 0 ) e x;.~ ~; .le q u e : e c r i t è r e q u a d r - a t i q u e e u t
c o r r v e x e e t l a c o n d r t i c n ( 2 . 1 2 ) I S t é q u ' l v a L e n t e à u n e p r o p r i é t é
d e c c e r - c i v t t . é d e 6 ( : » , d o n t o n r - a j . p e L j e q u t â I e s t l ' o p é r a t e u r o é r i v é e
s e c o n d e d u c r i t b r e .
S U P P ü S C! l G q u e c o i . r u r . e c e r t . e a r . e d é c o mp o s i t i o n d e L t e s p a c e o e e
c c m r r . a r . d e s e n X c c r . j o c a n t . e a , 6 ( Z ) 3 0 i t b l o c - d i a g o n a l . - ' - 1 e e t
a L c r - s c l a i r l u e l e c r L t c r - e q u a d r - a t . S q u e d e v a e . r . t a < . i j i t i f p a r r a p p o r t
a u x . 1 . <, ( s J e t l U f > l e ~ T( b L è m r s C l é c o m p c s e e r . ~l j c - o c a ë e e s
ir.jépe~jaJ,td. i l e e t r . a t u r - e I . ' 1" , r e r . c e r q u e c e t t e d é c o mp c s i t . I c n
d o i t s e t . r - a n a p o s e r - a u c o m a m e t e m p o r e ï • C e q u ' i l f a u t r . c t e r e s t l e
f a i t q u e J e c a r a c t è r e b l o c - d i a g o n a l ( l e 6 ( 8 ) f n a Lq u e u n e d é c o m p o a . . .-
t i a n d e t t e e c e c e . r e c o n m e r d e m a i c n o r ; W H .' c é c c n n c a t t i c n d e l ' e s p a c e
d ' é t a t . L e t c é c r e n e s u r v œ . t v a mo n t r e r l e r - é s u L t a - ; r - e m a r - q u a b I e
q u e l a c é c c u j . c . a i t t c n c e l a c . . . c c . a r . d e - : ' m I : ' l i q u e ' . L " 1 C a é c o e . r o a i t t c n
j e l ' é t a t e l '. ~; j . e r - t c c e j : s t : ' l : c t € ' : : l ( d o n t : a . ' C l l ' . l f . l , , ; â e s d i m e n s i o n s
n r e x c è d e p a s l a d t m e n a i o r . d e l ' é t a t g l o b a l ) , e t q u e K p r o b l è me s
d u r - é g u L a t e u r - i n d é c e n d e r . t e p e u v e n t ê t r e f o r m u l é s d a n s l e d o œa a n e
t . e m p o r - e L a v e c : c e e c e c - t i e s J e l a c o c n a r . o e e t j e l " é t . a t p e u r d o r . r . e r
l a s o ' ï u t a c r . c r . c r -c u é e • C < . ' ! t : ; ; § c r ( : : ; " a c é j à é t é p u b l i é . l B Y . : : J ( 1 7 ] .
: : ' e : : J r . y n o t r . ; " " e s
a ) ( F , G ) C ~~ ::: ~ <' :;. , ' :": ç c ;: T : f . 8 .! - r . : : . c l l .
b ) r i . j~r:r.: e f . , 0 ! O ' ° ~ i v o .
c ) ~( s ) v é n L f : ! - a c ( ! ' :- J i t i , - r . ( 2 . 1 2 )
; . 0 ) F v é r i f i e l ' :-. y p oti:è~SE l i .
e ) n ( o b t e n l . < e par :" ~ dé f: ri t i~r: 2 . 1 ) I?~'I; t e l l e g u e l a pa~'C (j~ , F )
! : . s t C O l I l F l è t e m e n t o b s e r v a b l e .
f ) 6 ( s ) e s t b l o c - < i i a p ;o r . a l e [ l o t i r w e c e r t a i n e d é c O D l ; : o s i t i n l . d e l a
c o m i l l a n d e !
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c r i t è r e é : m i v a 2 . e n t ( d e l a f a r : :i l l e ; j ) ( C l , S ) ,~
l ' , G , Q , R , S s o i e n t t o t : t e s b l o c - d i a g o r . a l e n d a n s c e t t e b a s e
p a r r a O D o r t à l a d é c o e c o a a t i a n p r é c é d e n t e d e l ' e s p a c e d e
c c m ma n è . e e t ü . . ' 1 € d é c o m r a s i t i c n d e : " e s p a c e d ' é t a t e r . s o m m e
d i r e c t e . J.. l o~s l l e f e e d b a c k o p t i n : a l C e s t lui M n;~ me
b : o c - j i e . s o n a l e t o b t e r : u p a r l a r é s o l u U o r . d e s N o r o b l è me s d u
~ ( 2 . 1 ) ~ ( 2 . 3 ) o l u s p e t i t s e t d n n é c e n d a r . t s ,
C O R OL L A I R E 3
1
1 : S i I t h Y' D ot h è s e e ) n ' e s t ' Ca s s a t i s f a i t e m a i s
s i d a n s l a è. é c o~ Dosit1 on ( 2 . 1 9 ) , ? 2 e s t a s y m p t o t i g u e me r . t s t a b l e ,
l e t h é o r è m e 3 . 1 s l a r n l i g u e a u r r c " o l è m e d e t a i : " l e r é d u i t e ( 2 . 2 0 ) ~
( 2 . 2 2 ) e - : p a r C Gf . s é g ' - < E 'l . t , p a : ' : : ' e t h A c r è m e 2 . 4 ) ( c f . ( 2 . 2 3 ) ) , d
s o : " - u t : c r . ù u r r c b : : ' è I ! < c : : 1 ' - \ t : ' 8 1 e s t e r . c c r e o b t e m . ' - l ; > p a r r é s c l u t i o n c e
x D n , b l è m e s p l u s œ t i t s e t i n d é l J e n d n r , t s .
a l ' S i I s I - . j . O O , t . ( s } - R d o r e R e s t b l o c - d i a g o r . a l € . u t a p r - ê s
l e t j . é o r c m e 2 . 2 , ~ ( s ) p e r . t ê t r - c é c r - à t s e l o n ( 2 . 1 6 ) . i ' o : '
l ' o n e r . ô é â u - t qu e H ( s I - F ) - l G . . . G ' ( _ s l _ F ' ) - l
H
' e s t b l o c -
d f a g o n a I e , D é c o m p o s o n s , c e L o r , l a a é c c m p o e r t i . o n d e u , l e s
m a t . r a c e s : : 1 e t G :
H = [ : ' ]
H . .
0 . 1 )
1 8 o L c c ( : ' , ; ) c e L l ( s ) - R e s t C J l s i : : - 1 ~ , C f ' l U : : ' s ' é c r i t :
0 . 2 )
L e s a e u x m e n . b t - es d e c e t t e é g a L î t é s o n t d e s m a t r i c e s d e r r - a c t t o r ; s
r - a t i o r c - e L l e s e n s . t e . c - e p ô L e e s o n t r - e a p e c t i v e m e n t t - a r r . . i l e s
v a l e u r s p r o p r e s d e F e t c e L l e s d e - F . C e s d e u x e n s e m b l e s c e n t
e t s j o a n t e d r a p r - è o l ' t y p o t h è s e l i . I l e l ". r é s u l t e é v i d e m r r . en t
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q u e l e s d e u x œ e n . b r - c - e d e ( 3 . 2 ) n t c u t p a s d e p ô L e s , C e 5 0 1 . t
d c .n c d e s p o l y n ô m e s . M a: s i i e o r . t U I. e : i mi t e n u l l e q u a n d 15 1
C e s o n t d o n c d e s m a t r i c e s m i x m
j
1 ' :1 . < 1 1 e 3 p a r t o u t .
O n e n d é d u a t r t n a t e m c r . t q u e H ( s I _ F ) - l
G
e t B o n t r a r . s p o s é
e t p a r a - c o r . j u g u é ( c h a n g e r c e n t d e s e r ; - e ) s o n t : b l o c - d i a g o n a u x
s é p a r é m e n t .
b ) H { s I _ F ) - l
G
e s t : c c n c l a e o r . m e d i r e c t e d e ~ m a t r i c e s d e
t r a r . s f e r t l H i ( e I - F ) - l G i , 1 : : 0 1 , • • • • ! ' i l . d e s y s t è me s l i n é a : ' r e s .




) u n e r é a l i s a t i o n mi n i m a l e d e c h a c u n e
c e c e s c a t . r - t c e s o r c s t c - à - d i r - e q u e ( H i i , F
i i
) e s t c o t np I b t . e m e r r t
o b e e z v a c t e e t ( F i - ; . , G
i i
) e s t c o m p L è t . em e r . t c o n r . a n d a c . ; e
( c f . K J . . : l , l A .N [ 2 ' 5 ] ) . S o i t l ' : i l a d f n . e n a d o r ; d ' é t a t d e c e t t e
r - é a L i s a t . L o r ; , A : ' o r 3 , o n ~ev.t v o i r f a c i : e r : . l ' r. t q u e
(
H" . : ) , ( F
1 1
: ) ( " " c ) 0 . 3 )
C • N N C N ? 0 G ; - ;
e s - ; u n e r - é e L i s a t l c n r m r . L m a I e d e :i ( s ::: _~, ) - l ;;. . C o mm e l a
r - é a L i a a t . i c r ; ( ~ .F , J ) i T . : " t i a : e j' a ~rè 5 : ' e s l . y p c t h è s e s a e t
e ) e s t a u s s i m d n i . n . a . Le e t q u e : : 'a r é a l i s a t i o r . mi n i ma Le e s t
u n i q u e à u r c h a r . g e m e n t û e b a s e d ' é t a t p r è s ( c f . [ 2 5 1 > . : : . . 1 e r .
r - é s . . . : t e q l . < . :
c ) c c n a i c é r - c n e l e s : : p r - c b L è m e e L r d é p e r . d a n t s
1 t
( J . 7 )
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I l s o n t , p o u r - t ' o n c t t c n ! : J , l e s K b ' L o c a l : . u d e l a f o r . c t i c . . . . ( : .
: : 'n : : ' t : " a l e . 1 : e s t f a c i l e c e v o i r q c t L l s v é r - t r t c n t c t - e c u n l e s
h y p o t h è s e s a ) à e ) d u t h é o r - è m e 3 . ' { y c o mp r i s L a c o u d L t i . o r .
( 2 . 1 2 ) ) . I l s o r . t n o n e c h a c un u n e s o l u t i o n e t u n I ' e e d b a c k
o p t i ma l C i ( m i x n i ) ' L a c o n c a t é n a t i o n d e c e s p r o b l è m e s a d o n c
p e u r - s O: ' ' . l t i o r , l e r e e - t b a c x b L c c c d i a j - r r - a ' ;
(
C , 0 )
o C~;
0 . 0 )
( d a r . e l a r . c u v e L l e b a s e à ' é t a t ) , p o u r f c i . c t i c n ! : J l a rn~nl (' q ' , E ' t ' : : " : - e
d " J p r - o t L ê me i r . : . . t i a l , a : : ' r J s i q u e l a m ê r r . o o y n a n i q u e ( F , G ) à t a ,
c ha r . g e n e r . t c e b a s e p r è s ) . l ' a l ' c o r . n é q u e n t , f a r l e s t n é c r ê me e 2 . 3 - a ,
e t 2 . 2 - 1 : : ) , l e p r c b l ê m e c o n c a t é i . é e t l e r r l b l è m e " : ' r, i t i a l o r : t l e
m ê n . e r e e . t b e c z Cà u r . c n a r g e n . e r . e ; r~ 2 , : ( . b a~' " « t é t . a t : , r i : s ) . L . ,
t . h é c r ê n , e e s t . i c r . c a é œ c n t r - é , L e , f -U l " a e r u p U : s u v v a t c c . . r . e c t L a
d é m a r c h e j . r - e t i q u e à s u t v r e p e u r - o b t e n t r - l a S l i - . l t : ' : L d a r . s l a c a s e
i m t i e . l e _
4 . P r - c c é d u r - e p r a t : g u " ( j e r é s u : " v t : > n : e t j e c i l a r e : f ' J . e r . t s : : i f ' b a s e :
a ) S i M s ) e s t b L o c - d l a g o n a i e , u r ; e c o n d L t c o n n é c e e s a t r e e s t q U I : :
R l e s o i t . P o u r t e s t e r c e t t e h y p o t h è s e , OH d c . t a i s p o s e r
c t ' u r . a L g o r - L ' t hm e d e p e r - r n ut a t i o n s s â m u l t . a n é e e u c s li~lcs o - ;
c o . L or . n e a ( c n e n g e n e r . t . c d e l a r . u m é z - c - c a t i o n c e e c c m n a n c e o )
p e - r t r e t t . e r . t , s i c ' e s t p c a . : t l e , ; , ; , l u : o o r . r e r c e t t e r c r - n c • c e t t c
q u e s t î c n n t e u t r -a o a b o r - d é e : ' c 1 .
b ) On d o i t e n c v i t c t . c o t e r - , a e L o n l a d é c o r np o s L ' t i o n d é f i n i e c u t o u t . c
a u t r e o o t . c n u e p e r r - e g r - o u p e m c r t . d e c e r - c a t n e s o u e - e y a t c m e e , l u e
H ( s : ' _ F ) - l
G
e s t b â c c - d L a g o n a L e , P o u r - c e l a , i l f a u t f C ! ' T I ( r
c e t t e q u a r r t d t é e r , c a L c u L a n t . l a m a t r - L c e d e t r a r . s i t i c n , e t L a
m a t . r - i c e H , s e l o n l a p r - c c é d u r - e ( l e l a d é f i n â t . i c r , 2 . 1 . I l
c o r . v i e r . t d e t e c t e r : - ' h y p o t L t 8 l ' c ) d u t h é o r - è m e 3 . 1 , a r . c r . d l :
v o i r é v o r . t u e j I e m o r . t s i l e t . l . é u r - i - m e 2 . 4 n e s t a p p L j q u e p a s
( e x i s t e n c e , j ' W l " r -é g u û a t . e u r - r ' : J u i t " ) .
- e s -
c a r c ' e s t u n e r o n o t i c r . a n a I y t L q u e ,
c ) S U P l [ I 3 a 1 . t 6 ( 8 ) b 2 . < , < , ; . . . . ; . , ; , i a c o ra l e , r . n d v i t t r c u v e r u r . e r i a L s a -
miJ.il"a '- ~ j e c n - i q u e b l o c , à j e r - t . i r d e l a r é a l i s a t i o n r . o r . mi n i -
m a l e - R i , P , G
i
o c d~ln r, tijNI n , I l f a u t t r o u v e r u r c~.W'ge lll<· nt
d e c a s e j ' é t a t t e l q . . .e 1 " 5 r ' i p r e m i e r s v e c t e u r s c i e l a
n 0 1 . . .r v e L l e b a s e a o t c r . t . l a b a e e ; J " u n s o u s - e s p a c e c b t e r u p a r
c r . t e r - c e c t i o r ; d u e o u a - e e p e c v c e e é r e v s c c m m a n d a b I e a ( S C U S - C S J , l 8 C t :
: : r .h [ ' e l i e ' : " a 1 . 8 t r ' : '( ' 1 ' f e ccn.I:,~tJ _: Bbl. t": ) e t " " u r . su~p :t?::~r,taiTl'
d e s é t e t a n o n o b c c r v a c t e u ( r . c y u u ' I l " l a m a t r i c e 1 'cb ~'l 'rv abi l ::'-:' ~ ) .
S c i t B i i a - e t e l h ' n u t r - a c r - , l e C I ,~I.Cdll('! t d e b a s e o t u o i t
( ' . 1 )
L s e x p r - e n s i c r . t e l . ' ' ; t a t x J a n s l a r . c cv e L ï . e b a c e , ~ ,, :t ; " i i
L e a ' \ ; ' T t ; " : I o 1 l ; . T r : > S CO(; T!10r. !;~<~ 3 a c Y i ( j e J l I r . t : t 1 : > i o l ; n } . S o i t
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l l ' . 3 r '
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• A h ' r s :
( ' . 2 )
S c i t A i l a e . e t r - i c e D i
l
e t : : : l
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. c e s r~1 p r e e . r t r e s c c t c n n e e
d e i t . : . . . S c c t i \ : . , F : : .
i
, ,; : l a · " ' r . : : s a t _ 1 , ; 1 c n r , . . : : I i a : : ' f e x c r r a é e
i : 1: : 5 : a : : n . v , J < 1 > , , ' ' . C < . .
( ' . J )
= : : . i
l ' · 5 ,
1 ) G , - . r,"~ ;; I;.J L e ü ; ; p ' C l J l è l l . < : : J J " . l r · ; C . . Il a t e l J . l ' ( 3 . 5 ) à ( 3 .
7
)
a v e c : " 1 " 3 a a t c - r c e e j : ' i i ' ] i i , H
i i
, 1 = 1 , . · · . : : 1 · s o a t C i L e e
ï e e r c e c z c optima~ . 1 : . . 3 ' 8 6 : : ' t J ~ t r c u v e r : : . ' e ; q . . r - e s s i c r ;
( 3 . 8 ) d a r . ; l l ' a r . c i e n e b e e e d r é t a t ,
- 8 ' J -
e ) : i ' a p r t - s ( 4 . 2) ,~ .L e c t a i s é u e c c r . s t a t e r - q u e 1 ( ' n o u v e l é t a t
g l ü t a : l . :
[
; I I ]
Y " •
J : : - ;
e s t c b t c n u p a r :
[ :1]
( 4 . 6 )
Or c c n u t . e t . e . r c r . c f . i . J . t <' : ', , : ' - l ' ," , : : . r.• " 2 -0 . .:ll,I" ·. ::'(, l ~ e u t c t t e r . u e , l i J . - r è : . :
r < f " ù l 1 1 t i ( 1 , d t ' : O r ; '·r< l l ~- n.<, [' a u j - a . : 1 ) , j a r u n c a I r -u . I L a r . é - .
a i r e à p a r t i r r r u r . , u . a t r t c e : : : : c . u t e r . u c { c o r m e c r , ( 4 . 8 )
s a n : ; c a~Gll1 à l < . a r t i r J I ' ; : : r : C ! ; b.l.~\' r.. f'nt .; 1 . . : b a s e a c e m r . é c
à r - é d u f r - e I r - a r - é a l â n a t . I c - r. a u c c i 1 8 ' 1 1 . f e r c e a l e s r é a r i a a t . t c r . s
mi n i r r . a . l e r : { c a o c l ) . c o t t c r ,~ "': \.. {:t i(J: r t e s t ! - - a s n év e L c p p é e -
c c t • b I l e c o n e t e t e i l C h l ' l ' C I I . . r : o " : ' I :. u 1 t a r , i : r . t : . ! l t l e s c c L o r . .n e s e t
j e e l i g r . e s i n d é ! . l l l d E 1 1 t e s r t ' ! J l - t l ' t : : . V f ' r . . c r t t o s n . u t r . i c e c d e
c c s n er o e o t ï i t é e t u s o b a e r v a b i L i t . é •
a ) E t a l l t d o n n é u n a y a t . è me d j .' n u . : n i q ' . i .e a t a t i c n n a i r - e , c o m p l è t e m e n t
o o e œ s r . d a b ' l e ( F , G ) e t u n r e e d b e c k C t e l q u e ' - G e s o i t
a s y m p t o t i q u e me n t s t a b l e , t o u s l e t > c r i t è r e s ( Q ; R , 5 ) t e l
q u e C s o i t s o l u t i o n ô u p r o b l è m e ( 2 . 1 ) à ( 2 . 3 ) s o n t t . r - o u v é e
p a r l a p r o c é d u r e s u i v a n t e ( c f . f i E R N : - I A R I l e t C O H EN [ 8 ] ) :
1 ) c h o i s i r R > C l q u e l c o n q u e .
2 ) f o r me r :
6 ( s ) " ' / ( - s ) ' N ( s )
a v e c ' N( a ) ' " N ( l + C ( s I _ F ) - l
G )
( 5 . 1 )
( 5 . 2 )
e t R ( 5 . 3 )
c ' e s t à d i r e c h o t a t r
3 ) c o n s t r u a r e l a f a m i l l e ; ; à p e . r t f r - d u C Ot o p : ' e i n i t i a l
( 5 . 4 ) - ( 5 . 5 ) ( c f . d é f i n i t i o n 2 . 1 ) .
( 5 . 5 )
s . . .p p c e o n e a l o r s q u e d a r . s u n e c e r t . a i . n e b a s e , l e s œ a t . r a c e s
F , : i , C s o t e r . t t c u t e e b I c c - d r a g c r . a j e s e e L o n u n e c e r t a m e a é c c e c o -
s i t i o r . d e L a c o m m a r . d e e t d e . . : . ' é t a t , S i , a u ; . s s 1 ) c a - c e e e c s ,
e n u t i L i s e u n e m a t r i c e a b I c c - c L a g c r . a I e e t a u p a s 3 ) , d a n s l a
c c r . s t . r u c t i o n n e l a f a m i l l e ; ; , o n : . ' u t i l i s e q u e l e s a a t . r i c e s
n o : ' -. : c - i i a , f o r , a l e 3 , o n c b t I e n d r a a u s s i c e e ma t r i c e s Q e t 5
b l o c - d i a g o n a l e s . P a r c o r , t r - e s ' ; '
4 ) O r ; e f f e c t u e u n c h a n g a n e r . t d e b a s e d ' é t a t q u e L c c n q u e ,
5 ) O n u t i l : s e u n e m a t r i c e n n o n b l o c - d i a g o n a : ' e ,
6 ) O n u t i l i s e u n e m a t r i c e R n o n b â o c - e i a g o n a t e ,
o n c o n s t r u i r a d e s p r o b l è : ne s a y an t e n c o r e l a mê m e s o l u t i o n m a i s C l u i
- 9 1 -
n e s e r o n t p e e , d e f a ç o n é v i d e n t e , s o u s f o r m e e n t a ê r - e u e n t
d é o o m p o a a b I e ,
l e s r é s u l t a t s c i - d e s s u s o n t m o n t r é q u e l e s t r a n s f o r m a t i o n s
4 ) e t 5 ) p e u v e n t ê t r e d é t e c t é e s e t r e c t i f i é e s p o u r r e d o n n e r
u n e r o r r œ d é c o m p o s a b l e c a r c e s t . r - e n s r o r e e t i o n e n ' a f f e c t e r . t p a s
' : " 8 . r c . r - o - e d e l . . P a r c o n t r e l a t r - e n e r o r œ e t r c n 6 ) { c n e n g e m e r r t d e R
Q e t S c o n r o r a é me n t è ( 5 . 4 ) - ( 5 . 5 » ) q u i c c n e e r v e l a s o l u t i o n
C I a r r e c t e t : e t n e p e u - t d o n c p a s ê t r e d é t e c t é e .
( ; 1 ' . p e u t v o i r q u e l e c h a n g e me n t ; d e u e n v=~u ( q u i r e n d R
é e ;a : . e à l ' i d e n t i t é ) n e f o u r n i t p a s d e s o l u t i o n s a t i s f a i s a n t e . I l
I ' a u d r a r t e r . e f f e t t e s t e r s i N -
1
W( s ) e s t c r c c - o r a g c n a r e , m a i s l a
r e c h e r c h e d e W( s ) à p a r t i r d e o . ( s ) e s t u n e f a c t o r i s a t i o n f o r - t e
é q u i v a â e n t . e à l a r é s o l u t i o n ü u p r - o b L è me g l o b a l ,
b } c e 1 ' J . i p r é c è d e e s t v a ' L e b Le s i ( H , ? ) e s t c o m p l e t e œ e r . t o b s e r v a b l e
0 ' . . s ' : " : a r e s t r c c t t o r ; F 2 d e F a v r . : : J ) ' B . 1 . < n o n o b s e r v a b l e e s t
a a y m p t . o t i q u e u c n t s t a b l e d e s o r t e q u e : : " 6 c o n t r a i r . t e 1 .
0 0
= 0
e u e o x e t . t q u e me n t . a a t t e r a â t e p o u r l a p a r t i e n o n o b s e r v a b l e q u i
r . ' i n t e r v i e n t p a s n o n p l u s d a n s l e c r i t è r e . P a r c o n t r e , a i F
2
n ' e s t p a s a s y e p v c t . L q u e me n t s t a b l e , c e l a r e v i e n t à r a j o u t e r u n e
c o n t r a i n t e e u p p ï é e e n t e d r e à u n p r o b l è m e n e f a i s a n t i n t e r v e n i r à
p r i o r i q u e l a p a r t i e o b s e r v a b l e . C o m m e l a p a r t i e n o n o b s e r v a b l e
n r a p p a r - e î t p a s d e n a 6 . ( e l l e d L a p a r - a ' î t ; d a n s l e p r o d u i t H ( e I _ F ) - l )
o n n e p e u t p a s t e s t e r s i c e t t e c o n t r a i n t e s u p p l é m e n t a i r e c o u p l e
l e s s o u s - p r o b l è me s i n d é p e n d a n t s o u n o n .
c ) G, . p e u t s t L n t e r - r o g e r - s u r l ' . . . . . t c l i t é p r a t i q u e L c m é d I a t e d t ; l a
p r o c é d u r e d e r é s o l u t i o n d é c o n - p o s é e d u p a r - a g r - a p h e p r é c é d e n t .
C e p e n d a n t , a u d e l à d e l
'
: : 'n t é r ê t p r - a t c q u e , l e s r é s u l t a t s d e c e
c h a p r t r - e o n t u n i n t é r ê t t h é o r i q u e c e r t a i n : l e p r o b l è me d e l a
l Le : " : ' 2 . e t u ' e c é c o n p u a i t L o n d o j : ê t r e a b o r d é s i m u : : " t a n é n : e n t d u p o i n t
d e v u e d e l a d y n a m i q u e e t d \ . < p o i n t d e v u e d u c r i t è r e , e t l a
f o n c t i o n 6 . ( e ) c i - d e s s u s ( o u s o n é q u i v a l e n t t e m p o r e l d a n s l e
c a s n o n s t a t i o n n a i r e ) e s t l a q u e r r t f t . é q u i r - é e u a e c e s d e u x p o i n t s
c e v u e .
C e p h é n o mè n e é t a i t d é j à a p p a r u s u r l e s c o n d i t i o n s d e c o n v e r - .
i , : r c e d e L t a L g c r - î t . h m e d u c h a p i t r e 3 a p p l i q u é e s a u p r ' c b L è r a e
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l i r . é a l r e - q u a j r a t l q n t . ! . 1 s e r a i t t r è s i n t é r e s s a n t , e l l ' o n p o u v a i t
p r c g r - e e e e r - s u r œ t t e q u c s t i c r ; , n c t . a e m e n t p a r l a t j . é c r - r e d e s
p e r t u r b a t i o n s , ë t é t u c r e r l a p r v x i m i t é d e l a s o L u t r o n d u p r o b l è m e
e x a c t a v e c c e l l e d u p r c o j \ r r, , · e r . t i ê r e c e n t r i o c o mp o s é d e u s l e c a s
0 -: . l ' I ( s ) c o m p o r t e c e s C. . . r r a e s " p e t i t s " e n d e h o r s d e s b l o c s d e l a
a i a g c n a t e , t e r me s q u e l ' o n n é g l i g e r a i t .
C e q u ' i l c o n v i e n t d e r e t e n i r e s t q u ' u n e d é c o m p o s i t i o n u p p a r - e n t . . -
a u n i v e a u d e l a c o mma n d e ( é l é me n t " e x t . e r - n e " } e n g e n d r e u n e d é c o m -
p o s i t i o n m o t n s é v i d e n t e d e l ' é t a t ( é l é m e n t " I n t e r n e " } ,
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C H A P ! T R E V ! J
C ON C L U S I O N S E T P r . : RS P E C T 1 V E S
S U R L A C O O R D I N A T I O N E N L I G NE
1 . l . c t i o n d E ' c ( ; : ) r a i : 1B t i c n e r . u r n e - I n t é r ê t ~ t d f f t r c u l t . é ,
I ' a r - c o m f . ' u r d l s u n e v e c l ' a l g o r : : ; . t l . m e d e ' ! 'A K A h A RA q U I P b " : ; c c n s L f é r - e
c o n -m e . . .1 J e D '. " ; t J . v : : ' E d e r i é c o n . p o s i t i o n d e s c a L c u L a h o r s - l i g n e , n o u s
' Y ' : ' 1 '. 3 n é € , 8 § "é C i l a r t n d u c h a p a t r e I ~ l q u e l q u e s c a r - a c t . é r L e t f q u e s
ù t : r . o t r e a a g o r - a t l . m e q u i ~ e r e r . d e a p t e à l i l l e m i e e e n o e u v r e e r ,
• . ~m· . R a j . p e I c r . s c e s c a r e c t é r - s e t c c v e e :
. • ) C o mm a n d e G o U s y s t ê t ae r é e l i l c t . ; ; : , : , € ' p a s d e c o o r c t r e t . t c n p a r e n s -
~·l ·. c c . . . v r - e . i e l a d e r n i è r e i t é r - é e o e s c c m a a r n e s L o c a I e s -
b ] . : J é c r i " , s a n c l ' mo n c t o n e r - é s u L t a r . t e d u c r i t è r e g l o b a l .
c ) u t i r t e e t i c c , J e ' E l r - é j . o n e c . l ' . l e y s t è m e r é e l p a r " ' e c o o r c o n n a t e u r -
p O W ' r - e me t t r - e à ~ our Le e p e r - a m è u r - e s d e c c c r c t n a r i o r • •
N o u s n ' i n s i s t e r o n s p a e œ u r l ' i n t é r ê t , q u i l i . é t é i l l u s t r é
p r é c é d e m me n r , d e c e s t . t - o t s c a r a c t é r ' a a t . a q u e s , A j o u t o n s a f r r p ' Le œ e r r t
q u e d a n e u n e mi s e e n o e u v r e e n L i g n e , o r . d D i t e n v i s a g e r u n e
c o o r e r n e u t c r . r o n c t a o n n e n t e n p e r m a n e n c e c a r a u d e l à d e s p r ' o b L è m e e
l i e c c n v e r - g e r . . . : e , i : : ' f a u t p e n s e r à t i l l e c e r t a i n e a d e p f . e t . L v I t é d e
~ " e n a e mb I e u e l a s t r u c t u r e d e c c u a ne r ô e à d e s f l u < . . t " a t i ( )' . 8 d l . <
e y e t è m e r é e l { p a r - e x e a p a e d a n s t e e c . c z r t t J o r . s i n i t L l 1 f ' s : : c CL a ~U t
p é r - j o d e } , A c e p r o p o s , i l e s t c l a i r q u e s i . a r . e v a r - i a t i o r t r u t . a I e
t r . t e r - v a e r r t s u r l b c o n d t t i o n i n j t i a j e C t R U c o u r s d e s d t é r - a t t o r - e
d e c o o r d i n a t 1 o r . , L t a L g c r â t . r m e e r a o c o t e f i c e c h a r [ e t . e n t g r â c e a u
p o r n t c ) c i - d e s s u s . I l r e s t e à d é f i n i r e r ; q . . . . e l s c r . s l e c ë m e
a â g o r i t n m e s ' a d a p t e à u n e v a r i e t r c n l e n t e l i e C t a v e c l ' i r . 1 1 . c e
k d ' i t é r a t i o n e t à d é m e n t r e r - c e t t e a d a p t . e t i . v a t é •
U n e a u t r e q u e s t i o n q u i p r é o c c u p e l e s c h e r - c h e u r s d a n a l e u r s
t u . t a t : : 'v e s d e c o o r c c r . a t t . v r . e r , L r g r , e n e s e y e t . ê u . c e d y r . e s c . q u e e e s t
I -r " b l è r o € ê e l a s c a b j L r s a t c L j t é I l e s s o u e - e y e t . ê u e e , E r . f a i t , 1 " ,
p r r b~bl. . . c r . L ! i :é n . : ' 1 ' 8 . JH : :t ! r . t p o s é p o u r - u e a e o c e - e y s e ê s e e . r o n c t r o n n e a . t
e n c c . . ( · l l : r - r c . é e ( p l ' o L è l l le a b c r c é p ï u e . c t n ) n . a i s L e a r e m a r q u e s
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q u e n o u s r e i e c n e i c i r e s t e r a i e n t v a l a b l e o d a n s c e c c n t e x t e . O r .
a t t a q u e g é n é r a l e me n t c e p r - o b L è œe p a r d e s m é t h o d e s a l g é b r i q u e s d a r . s
l e c e ô r - e d e s s y s t è m e s l i n é a i r e s c o n s t a n t s ( c f . AOKI [ 2 a ] ) m a i s
p e u d e r é s u l t a t s p r a t i q u e s o n t p u ê t . r - e o b t e n u s p a r c e t t e a p p r o c h e .
I c i n o u e e r . t r e v o y o n s u r . e a p p r o c h e p a r l a s y n t h è s e q u a d r a . t i q u e .
S i l e c r i t è r e g l o b a l e s t c ! : o i s i p o u r e n t r a i n e r l a s t a b i l i t é d u
s y s t è m e a u - co u r d ' u n e t r a j e c t o i r e ( Q >O ) , l e p o i n t b ) c i - d e s s u s
i n d i q u e u n e s t a b i l i t é d e p ' l u n e n p l u s g r a n d e a u c o u r s d e l a c o o r - - .
d i r . a t i o r • • D e p l u s , i l c o n v i e n d r a i t d e s e d e n a n d e r c e q u ' a p p o r t e
l a a c d c r i c a m c n q u a d r a t i q u e d a n s l e d o s a g e d e l a s t a b i l i t é d e c h a q u e
s o u e - s y e t . ê r a e ,
A t < X c a r a c t é r i s t i q u e s a ) , b ) , c ) c i - d e s s u s , o n s o u h a i t e r a i t
n a t u r - . . L l e œe r t a j o u t e r - u n e c a r a c t é r i s t i q u e a u p p . L é n e n ' t a f r e a u
n i v e a u l o c a l q t < i c o m p l è t e r a i t l e p o i . n t c ) ( f e e d b a c k a u n i v e a u
c o o r d o n n a t e u r ) : c ' e s t l e p r - c b L ê m e d e l a d é f i r : i t i o n e t d u c a l c u l
d é c e n t r a l i s é s d ' u n e c c a m a r d c l o c a l e e r . b o u c L e f e r m é e s u r l ' é t a t
L o c a L ,
D ' u n e m a n i è r e g é n é r - a l e , l a d i f f i c u l t é j e l a c o n œe n d e d é c e r t r a - .
L r s é e e n l i € l 1 e , d a n s L t a p p r - o o h e p a r p r é d i c t i o n d e s i n t e r a c t i c n s ,
v i e n t d u f a i t 3 u i v a n t : a l o r s q u e l a c o c c a n d e l o c a l e d o i t ê t r e
c a l c u l é e a u r - u n m o d è l e l o c a l s u p p o s é e r - e c e v o L r - u n e i n t e r a c t i o n
I : r é d : ! . t e , e l l e 1 0 i t ê t r e m i s e e n o e u v r e s u r l e s y s t è m e r é e l
c ' e s t - à - d i r e s u r l e m ê m e mo a è : ' e l o c a l r - e c e v a n t u n e i n t e r a c t i o n
d t r r é z -e n t e ( c e l l e q u i s e p r o d u i t > r r a i D " l € n t ) . C e t t e d i f f i c u l t é
e x i s t a : " t d é j à a u c h a p i t r e : ; : : 1 , m a i s n o u s l ' a v o n s e u r a o n t é e à c e t
e n d r o i t c a r , u t i l i s a n t d e s c c c c . a n d e s e n b o u c l e c u v e r - t e , é L é t ae n t e
d ' e s p a c e s L
2
d e r o n c t r c n c u t e e . p e , n o u s a v o n s p u a e n e r - d e s
c a I c u j s d e s-: a ~~:>~:r. a:' -::.. té ( l e : : r . r : : e : ; : ; :1 . 2 . 1 ) q u i o n t p e r t a i s d e d é m c n t r - e r -
l a d é c r - c â s s a r . c e - o n o t o n e d -. . . . c r i t è r e g l o b a L , 1 : ' n ' E n v a p l u s d e
e ë e e a v e c l e s c c m m a - u e s e r . c c u c . ; e r c r m é e q u i . e ê a e o p t i m a l e s , n e
s o r . t p a a c a r a c t é r i s é e s f a r , I : ' S é q u a t i o n s d e e t . a t L c n n a r - i t é ,
1 2 . f a u t a l o r s f a i r e a p p e l à u n n o u v e a u j . r - a n c f p e d e c o c r d L n a t . t c r ;
q u i s e r a é v o q u é a u § 3 , c i - d e s s o u s . A u p a r a v e n t , n o u s p a r l e r o n s
c t ' U Le i d é e c e B E ; ; v E K I S T E e t B E R N H A R D [ 5 ] e t d e l ' a : ' -g o r i t t me
r - é e u l t a r r t .
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2 . D é c o u y l e . g e s é n a r é d e l e . d y r. a m i g u e e t d u c r i t è r e .
a ) » a n e L t a r i a L y a e c i - d e s s u s d e l a d i f f i c u l t é d e l a c c r c c e n ë e
c é c e n t r - e t t e ë e e n l i g n e e t e n b o u c l e f e : n r . é e , l e r O : l € d e l ' i n t e r -
e c t t r . n c e m o c c I e e s t c e r . t r a l e t c e t t e d i f f i c u l t é d â a p a r - a â t ; s i
: ' i r . t l ol " ' 8 c t i o n d e m o d è l e n t e x a s t e P 8 : > . { P O u r u n s y s t è me L f r . é e d r -e
( F , G ) , F . . O , G= O ) . A l o r s i l n ' ~' a p l u s c e c a r r é r - e n c e e n t r e
m c d ê I e l o c a l i e t p a r t i e i d u mo d è l e g l o b a l . I l e s t a l o r s
l o i s i b : t > d ' a p p l i q u e r l a c o m m a n d e o p t i ma l e l o c a l e , e r . b o u c l e
o u v e r t e o u e r . b o u c L e . î e r - m é e , s u r l e s y s t è m e r é e l .
L a s e u l e a r . t e r - e c t i c n q u i s u b s i s t e e s t c e L e e d u c r i t . ê r e e u p p o a é
n o n s é p a r a b l e ( ~P e t ( o u ) f r " O ) . I l s u f f i t a l c r s d ' u t i l i s e r
l a t a o d a r i c a t i c n q u a d r a t i q u e ( I I l . 3 . 2 5 ) o ù r e e m a t r i c e s ~ e t R '
e o t : t c h o i s i e s d e t e l l e s o r t e q u e ~ c r i t è r e g l o b a l l t o d i f i é s o i t
a d d i t i f . c i e s t - à - d i r e q u e l ' o n p r e n d .
R _ - 1 l '
( 2 . 1 )
L e s p a r t i e s b l o c - d i a g o r . a l e s d e ~ e t r t s o n t c h o i s i e s p O\ U '
a s s u r e r L e , c o n v e r g e n c e d e l ' a l g o r i t h m e d u § 1 1 1 . 3 , o u m i e u x d u
§ I V . 3 . On v é r i f i e r a d a n s c e d e r n i e r a l g o r i t r u : .e q u e l e p a s f )
d e c a l c u l d e , . , k n t e p l u s l i e u d t ê t z - e c a r l a m o d i f i c a t i c n l i n é a i r e
( o p é r a t e u r d t â n t e r - e c t r o n ) e s t n u l l e . On v é r i f i e r a , a u p a s g ) d e
r é s o l u t i o n d e s e c c e - r c - c c i ë e e e , q u e l a s i m u l a t i o r . d e s s y s t è me s
L o c a u x e s t i r . u t i l e , c a r o n a p p l i q u e d L r - ec t e n e n t l a c c e a e r n e l o c a l e
e 1 ' 1 b o u c l e f e r m é e s u r l e e y e t ê c e r é e l (~8S d ) ) . O n r - e m a r - q u e e r ,
p a . s a n t q u e t o u t a l g o r i t h J : : ; e e n b o u c L e f e r m é e p e r - a e t d e s é c c n o m e e
d e c I a c u ' l p a r n o n s i m u l a t i o n d e s mo d è l e s L o c a u x ( d a n s : 8 c e s u r - e
o ù l a c o r c c a n c e e s t o b t e n u e â f r - ec t e a e n t e n b o u c l e r e r n é e c o m e e
d a n s l e c a s l i n é a i r e - q u a d r a t i q u e ) .
O n p e u t d é m o n t r e r , d a n s c e c o n t e x t e , p a r - t L c u L f e r - , q u t u n e
c o n d i t i o n s u f f i s a n t e d e c o n v e r g e n c e ( i m p l i q u W l t ( 1 1 1 . 2 . 1 4 ) ) e s t
R . , .~ > 0 ,
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( 2 . 2 )
h ) D a n s l e c a . . o ù l a d y n a mL q u e g l o b a l e n ' e s t j . a a c é c c u j . ï é e , o n
p e u t . c a r . s l e c a s d e s s y s t è me s i r r . é a i r e e c o n s t a n t s , r e c o u r i r à l a
t . L é r - r - t e d u diScO\.r'~!:o~<' ( c f . S I L VE R M A ! \ e t r A T h " i [ 3 4 ] , ' f {O! " ! - l. A l l : e t MOR S E
[ 4 2 J ) . " o t . o n s q u ' i c i l e m o t d é c o u p l a g e n ' a p a s d u t o u t l e m~me
s e r . e q u e c e l u i q u ' i l a a u § I . 3 . I l s ' a g i t l à d ' u n e h o m o n y m i e
r â c n e u e e .
L e r é s u l t a t d e c e t t e t r . é o r i e q u i n o u s i n t é r e s s e i c i e e e l e
s u i v a n t ( i l e s t d û , d a n s s o n e s s e n c e , à R O S E N BR O CK ) :
T P . E Q R E M E 2 . 1 : S i l e s y s t è m e ( F , G ) e s t c o m c ï . ë t e c e n t c o = a . r è . a b l e ,
i l e x i s t e u r e d é c o m- - E . 2 § . it . i . 2 .r L d e l ' e s c a .c e d ' o t a t . e t u n c h a r . g e m e n t
( j e c o m m a n d e :
u = - : . J x + T w
T é t a n t i n v e r s i b l e , t e l s g u e l e s y s t è m e d 1 e n t r é e " I I e t d e s o r t i e
8 0 i t d é c o u o l é e n m Bous-système s.J._~scalalr_~!tia.nts
~ - . - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - . . .
, ,
~ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - ~
t ' i e 1 .
S f g n a l . o r ; e a u s s i u n a r t ' : ' c : : 'e d e KAJlt~ ( 2 6 ] , o ù u r ; a l g o r i t h m e
a p p a r a î t P O - . . l T : e c a : : ' c u : : ' d e s n a t . r t c e s c e c h a n g e n e n t . d e b a s e , e t
d e s m a t r i c e s D e t T . C e t a l g o r i t h r a e , r e c t i f i é , a é t é p r o g r a m m é
p a r L ' a u t e u r - e t s ' e s t r é v é l é t r è s e f f i c a c e .
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I l e s t c l a i r q u e l e p r - o b L ë a e d ' é t a t x e t d e c o m ma n d e ' I I
F e u t e a t r t e n a n t ê t r e t r a i t é c o mme e n a ) . R e ma r q u o n s c e p e n d a n t q u e
1 ) l e t h é o r è me 2 . 1 n e s ' a p p l i q u e q u ' a u x e y e t . ë e e e c o n s t a n t s ( d e n e
l a m e s u r - e o ù l ' o n s o u h a i t e é v f d e n o . e n t u n e d é c o m p o a f t d o n
o o n s t . a n t e a u c o u r s d u t e m p s ) .
2 ) o r . n t e s t p a s m a î t r e d e l a d é c o œ p o e â t r c n d e L ' e s p a c e d ' é t a t .
: 3 ) p o u r q u e l a c é c o e p o a i t i c r . d e _ ' e s p a c e d v é t . a t . s e t r a d u i s e p a r
u n e s i m p l e p a r t i t i o n d u v e c t e u r ( l ' é t a t , i l f a u t c h a n g e r d e
b a s e p o u r o b t e n i r u n e b a s e e t a j . t é e à l a a é c o m p o s i t i o n .
4 ) l a n e t . r - à c e D q u i r - é a L i s e u n j . r é - r e e a c a c s n ' e s t p a s f o r c é m e n t
b l o c - d i a g o r . a L e , I l r e u t c o n c u n e i n t e r v e n t i o n d u c o o r d o n n a t e u r
d a n s l a a i s e e l . o e u v r e d e l a c c c m a n c e q u i n ' e s t I - l u s v r a a m . . r . t
d é c e r . u r - a j i s é e ( c : . ' . f i g . l ) .
5 ) a l " mê m. . . . . L e s n o u v e L l e s c c m m a n o e e l o c a l e s w s o n t a p p ' I d q u é e r .
p a r l ' L r t e r u i é d i a z r - e d e T .
3 , P e r r ; p e c t i v e s s u r ' l a c o mma n d e d é c e r . t r a l 1 s é e e n b o u c l e f e : - - m é e
e t l a c ' J o r c i r . a t i o r : e n l i g n e ,
L e s r e s t r i c t i o n s c i - d e s s u s s u r L t a l g o r - j t n n ; e p r é c é d e r . t a o n t r c r . t
q u e c e l u i - c i e s t , s a u r d a n a c e r t a i n s c a s p a r - t i c u L r e r - a O ù e o n i n t é -
r ê t e s t d e f o u r n i r d e s c o a m a r c e s e n b o u c l e f e r m é e , p . I u t . ô t u r ,
r . o u v e l a l g o r i t h me d e d é c o m p o s i t i o n t . o r - e- L i g n e d e s c a â c u l . a , D e
c e p o i r r t . d e v u e , i l p e u t ê t . r e e v e r . t a g e u x d e l ' u t i l i s e r c a r L e e
o p é r a t i o n s L r r . é a j r -e s d e c é c c u j - La g e o c l a è .y r : a r : i i é lu e e e n c l e . r t p e u
c o û t e u s e s a v e c l ' s : : ' , g o r i U l 1 l ( " d e K A I 1 I : A l \ ' 1 0 l J t : 1 O : ; S a v c r . s p a r - L é ; : .1 : . 1 ' 3
h a u t .
L e p r o b L ê n e d e l a c o m m a r d e d é c e r . t r a : : " i s é e e l . b o u c ; e r e r a é e r e s t e
e n t t e r - , N o u s a v e n s v u q u e l a . j H f i e . 1 t é v e n a i t d u f a i t q u e l a
p r - é d î c t I o n d e : : " i l . t e r a c t i o n e r . t r - a r . t d a n s c h a q u e s o u s - s y s t è m e n e s e
r - é a l i a e f t . p a s ( c e ' l u i e s t l e p r o p r e d e t o u t e s l e s m é t r . c d e e n o r .
a 1 m i s s 1 b l e s p a r a t L l e u r - s p l u s c o r n r . . o d e s q u e l e s m é t h o d e s a d m i s s i b l e s ) .
L r L d é e q u i S U T 6 i t a l o r s e s t ( l e r o r m - d e r l e s p r - o b L ê .me s L e e a u x
d e t e l l e r e ç o n q u e l a e o . l u t t o n c o s - r - e e p o r . o a r t e r e s t e c a n . é œ e t . t c c e me r . t
v a l i d e p o u r t o u t e u n e p l a g e d e v a I e u r - a d e s i r . t e r - a c t . a c n s , C e t t e i d é e
é t a i t d é j à p r - é a e r . t . e d a n s l e . ï t v r e d e M E8 A RO V I C e t a l . [ : 3 0 , c e r - m e r
c h a p i t r e ] m a i s n o u s l u i a v o r . e < 1 0 n I H ? c o r p s p a r L t a p p r - c c h e " c o m s e n c e
- l j 8 -
d a r . a l e c a s l e ) h ; 8 d é f a v o r a b l e " u t i l i s a n t l a t h é o r i e d e s j e u x
c t r r ë r e n t c e t s , C e c i a d o n n é l i e u à u r . n e u v e e u p r i n c i p e d e
c o o r d i n a t i o n e t u n n o u v e l a l g o r i t t a n e [ 1 3 J p r é s e n t e n t d é j à l e s
c a r a c t é r i s t i q u e s a ) , b ) , c ) d u § 1 , p l u s l e f a i t q u e l e s c o m m a n d e s
s o n t I o o a I e m e r r t e n b o u c l e f e r mé e . C e t a I g o r - i t . nm e f a i t e n c o r e
l ' o b ; ; e t d t é t . c d e a q u i d e v r a i e n t l ' a . : né l i o J ; 'e r p o u r l e r e n d r e a p t e à l a
t " ( ' o l l. . a n d s - o é c e r . v r e t i e ë e d e s y s t è m e s d y n a m i q u e s b r u i t é s .
O n e s p è r e p a r v e n i r , p a r c e t t e a p p r - c c h e , i l . d e s a l g o r i t n m e a
d e c c o r ô i n a t r o r e n l i g n e d e s y s t è m e s o ù . s o n t p r é s e n t é s d e s
r r . c c r - t t t u c o s d e d i v e r s e s n a t u r e s . C e t t e a p p r o c h e e s t a s s e z d 1 f -
f~lrCI. t.e d e L t a p r r - o c h e " s y s t è me s s t o c h a s t i q u e s d é c e n t r a l i s é s "
m e r . t L o n n é e s c a r . s L t L n t r - c c u c t . L c n , § 4 , a o n t l e s d i f f i c u l t é s s o n t
t:TaI.'~es e t 0 ' . 1 . . é t é r a p i d e r . . e r . t d i s c u t é e a d a n s C OH EX [ 1 6 a J .
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